Calculo IV

Prova 4 - Séries de Fourier

Prof. Fernando Deeke Sasse
UDESC - Joinville

V 1 Determine a série de Fourier da funcao f de periodo 2  definida por

-1 -t <rtandr <0
f(t)=
1 O0<Lrandtr<m

Para onde esta série converge quando t—0 ?

Solucao.
Consideremos uma expansao da forma

f(x)=c+ Z(akcoskx + b, sin kx)
k=1

Os coeficientes ¢ € a; sdo zero, pois a fungdo e impar. Calculemos a componente b, :

£> restart;
> f := t->piecewise(and (-Pi <= t, t < 0), -1, “and (0 <= t, t
< Pi), 1);
f=t—piecewise(and( -1 <t,t <0), -1,and(0 <t,t <m), 1)
£> assume (k, integer);
> b:=1/Pi*int ('£(t) '*sin(k*t),t=-Pi..Pi);

ke~
poo - 2D —1)
i T k~
> b:=subs (k=kk,Db);
kk
oo 2T —1)
T kk

> b := unapply (%, kk);
kk
pe=tims- 2D =)
T kk

A série de Fourier € entdo dada por
> FS := (x,n) —> Sum(b(k)*sin(k*x),k=1..n);

FS:= (x,n)— 2 b(k) sin(kx)
k=1

> FS(t, n);

1.1)

1.2)

1.3)

1.4

1.5



i 2 (=D =1) sin(k~1) (1.6)
k~=1 Tk~
E)s primeiros termos da série sao
> value(FS(t, 6));
4sin(r) | 4 sin(31) 4 sin(51) (1.7)
P 3 T 5 T

L Emt=0 a série converge para 0.

V' 2 Determine a corrente de estado estaciondrio de um circuito RLC em série, com

R=500hms, L=10H, C = 10_4F, com impulso externo E(t) =50 t(7t2 — t2) para-t <t <Te E(t
+2 1) = E(t). Encontre ao menos trés termos da série parai(?).

Solucao.
A equacdo diferencial para este sistema é dada por

7> restart;

> E:=t-> 50*t*(Pi*2-t*2);
i E:=1—501 (7 —7) 2.1)
> eq:=L*diff(i(t),t$2)+R*diff(i(t),t)+i(t)/C=diff(En(t), t);
4 d . i) _d
eq.—L(dtz l(t)J +R(dt l(t)) + = () 22)

[>
Inicialmente desenvolvemos E(¢) numa série de Fourier:
Como a fungdo € impar,c=0¢ea, =0.

£> assume (k, integer);

> b:=int (E(t)*sin(k*t), t = - Pi .. Pi)/Pi;
INEY S
p:= 0D 23)
ke~
> b= subs(k=kk b);
] kk
pi= 0D 2.4)
| kk
> b = unapply(%, kk);
o kk+ 1
p = ks 0L (2.5)
| kk
> ES:= (t,n) — Sum(b(k) *sin(k*t),k=1.n);
n
ES:= (,n)— > b(k) sin(k?) (2.6)
k=1
Os primeiros termos da série sdo:
> value(ES(t,7))
600 sin(¢t) —75sin(2¢t) + % sin(31) — % sin(4 1) + % sin(5¢) — 275 sin (6 1) 2.7




600 .
+ 343 sin(7t)

:A solugdo de estado estaciondrio € da forma
> [:= (t)—A-cos(n-t) +B-sin(n-t)

B i:=t—Acos(nt) +Bsin(nt) 2.8)
> En:=t—b, sin(n-1)
En:=t—b, sin(nt) 2.9)
> eq
L(-Acos(nt)n®—Bsin(nt)n®) +R (-Asin(nt) n+Bcos(nt) n) (2.10)
n Acos(nt) +Bsin(nt) b cos(nt) n

C

> eql = expand(lhs(eq) — rhs(eq))

eql .= -LAcos(nt) n” —LB sin(n t) n”—RA sin(nt)n+RBcos(nt)n+ % (2.11)
+ BLCM —b,cos(nt)n
> eq2 = collect(eql, cos(n-t))
eq2 = (—LA n”+RBn+ % —bnn) cos(nt) —LBsin(nt) n”—RA sin(nt)n (2.12)
Bsin(nt)
+ —_ 7
C

> eq3 := collect(eq2, sin(n-t))
eq3 = (—LBnZ—RAn + %) sin(nt) + (—LAn2+RBn + % —bnn) cos(n t) (2.13)

> eel == coeff (eq3, sin(n-t)) =0
cel := —LBnZ—RArH—%:O 2.14)

> ee2 = coeff (eq3, cos(n-t)) =0
ee2 = —LAnz-I—RBn-i-%—bnn:O (2.15)

> ol = solve({eel, ee2}, {A, B})

bnC(Ln*C—1) b, n* C*R
sol .= 1A =- ,B= (2.16)
IPntc—2Ln’C+R*C+1 n*'C—2Ln* C+Rn*C*+1

[> assign(sol)
> A= subs(bn=b(n),A)

600 (-1)" " 'c(Ln*Cc—1)
. W (Cn*CC—2Ln" C+Rn*C+1)
> B:= subs(bnzb(n),B)

A= - 2.17)

600 (-1)" T C*R
2L CH+RAPC+1)

Bi=—— (2.18)

n(L

T> A == unapply(A, n)



600 (-1)""'c(Ln*Cc—1)
W (Pt —2Ln’C+R2C+1)

A=n—-

> Bi= unapply(B, n)
600 (-1)" 1 C?*R
CC—2Ln*C+Rn*C*+1)

B=n—
n (LG4

>
As solugdes sdo da forma:
> i:= Sum(A(j)-cos(j-t) +B(j)-sin(jt),j=1.n)
i 60 J“c(Lfc—l)cos(jz)
=1l (P —2Lf C+RFCT+1)
600 (-1) "' Rsin(j1)
i (=2l Cc+RFAC+1)
Utilizando trés termos e os valores de C, L e R dados no problema temos

> value(subs(n=3,C=10"* L=10,R=50,i))
29970 150 . 3735

+

299013 <% T 90013 S~ 45009 €821 T Yog0sg 2D
9910 50
473459 OB F 9153 SN0

:> evalf (%)
0.06005855559 cos(t) + 0.0003005933713 sin(¢) — 0.01505872297 cos(2. t)

—0.0001511919977 sin(2. t) + 0.006725670684 cos(3. t)
+0.0001018012717 sin(3. t)

>

V 3 Determine a série de Fourier da funcao f definida por
0 -2<tandt<-1

f(t) =1k -1<tandr <1 ,
0 l<tandr<?2

com f(t + 4) = 1(1).

k,’and” (1 < t, t < 2),0);

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

3.1)

B P ’
1 2 2kmx 2 [ Zkmx

c:?‘[f(x) dx, ak=7Jf(x) COS( 7 )dx’bk:7 [f(x) Sm[ T

o o o
[> restart;
> T := 4;
i T:=4
> f := piecewise('and (-2 <t, t < -1),0,and" (-1 < t, t < 1),



0 -2 <tand < -1

fi=1k -l <tand r <1 (3.2)
0 Il <tand <2
Como esta fungao € par, b, =0. Os outros coeficientes sdo dados por
> ¢ = (int(f, t = -2 .. 2))/T;
1
=—k 33
I ci=7 (3.3)
[> assume (n, integer);
> a := 2*(int (f*cos (2*n*Pi*t/T), t = -2 .. 2))/T;
2 sin(% n~ TE) k
a:= 3.4
i n~m
> a = unapply(a, n)
2 sin(% n~ TE) k
a:=n~— 3.5)
i n~T
> FS:= (t,1) = c+Sum(a(i) *cos(2*i*n*t/T),i=1.1);
!
2imt
FS:= (1, 1) —>c+ > ali) cos( ’Tn ) (3.6)
i=1
Os primeiros termos da série sdo entdo dados por
> value(FS(t,8))
2kcos(int) kcos(int) kcos(int) kcos(lnt)
Loy 2 _2 242 2 _2 2 3.7)
2 T 3 T 5 T 7 )
V 4 Calcule a transformada de Fourier discreta de ( 1,-i,-1, i) e a transformada inversa de
(1,i-1,-1)
Solugdo
E> with(LinearAlgebra) :
> n=4
i n=4 4.1)
> E:=exp(-2*n*1/n);
i E:=-1 4.2)
> o:=-exp(2*n*i/n);
i o:=1 4.3)
> F4 = (VandermondeMatrix( [seq(&"i,i=0.n-1)]))



(11 11
1 -1 -1 1
F4 = 4.4)
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
> X:=(1,-1-1,1
1
-1
X:: (4.5)
-1
I
> F4X
0
0 (4.6)
. .
4
i . 1 .
> Fdinv := (; ) -map(conjugate, F4)
(11 11
4 4 4
11 11
s 41 Ty gl
F4iny := 4.7
1< 1 1 1
4 4 4
11 11
- =1 -= =
4 4 4
> Y= (1,L-1,-1)
1
I
Y= 4.8)
-1
-1
> FdinvY
4.9)




4.9)

— — — —
+ + _ |
I




