E 1. Encontre a expansdo de Laurent de:

1
f(z)=—" 1<
@ f(2) =7~ para | 2]
(@)
[ > restart:

> £:=1/(z*(1+1/2z));

g:=series(1/(14u) ,u);

gz:=subs (u=1/z,q);
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1
(b) f(z)=(— para 1<|z|<2
- _

1)(z-2)

1 1 1 1 1 1
gz=l-—"+7 -7+, —--+0
L < Z Zz Z Zz Zz
[ > f:=expand((1l/z) *gz);
1
f 1 1 1 1 1 1 z
= ——+———+
L z 72 2 &7 z
()
[ > restart:
[ > £:= 1/((z-1)*(z-2));
f 1
L T (z-1)(z-2)
[ > f:=convert (f,parfrac, z) ;
) 1 1
L f= z—=1 z-2
Fazendo uma expanséo em fragdes parciais, temos
[ > £fl1:=-1/(z-1);
. 1
L s z-1
[ > fl:==1/(z*(1-1/z));
. 1
RN
z| 1——
L Z
[ > gl:=series(-1/(1-u),u);
L g]:=—1—u—u2—u3—u4—u5+0(u6)
[ > fl:=expand((1/z) *subs(u=1/z,gl));

Esta série

> £2:=1/(z-2);
> £2:=(1/2)*(1/(z/2-1));
> g2:=series(1/ (w-1),w);

converge para 1 <| b4 | Por outro lado,

g2 := —1—w—w2—w3—w4—ws+0(w6)



> f2:=expand((1/2) *subs (w=z/2,g2));

| e ECECEOEGE Gl

Esta série converge paral z| < 2. Portanto,
> fl1+£2;
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L Z
_converge para 1 <|z| <2.
E 2. Calcule as integrais complexas

() / - ) () / sin 2 ) () / —rh
LBt — X, | —_ 2, [ . _ .
Jz[=1 2" Jz—1|=1/2 2322 1) Jiz)=2 l — sin =z

Solugio.
(a) Expandindo numa série de Taylor em torno do pdlo z = 0, no interior do contorno de integracdo, temos
[ > expand((1/z"6) *convert (series (exp(z), z,8),polynom));

1 1 1 1 1 1 1 Z
PR I

+ +—+
L L5 24 6 2472 120z 720 5040

nl
Portanto, o residuo € 1/120, de modo que a integral vale 6_ De fato,

[ > residue (exp(z)/z"6,2z=0);
1

L 120
(b) Somente o pélo simples z = 1 estd contido no contorno de integragdo, e o residuo neste pélo é:
[ > r:=subs(z=1,sin(z)/(z*3*(z+1)));

:=—sin(1
| r 2s1n()

de modo que a integral vale & [ sin( 1). Diretamente no Maple temos
[ > residue(sin(z)/(z*2-1),z=1);

L (D)
—sin
L 2
1 . . T
(c) A fungdo f=—""—""possui a singularidade z = no interior do contorno.
1 —sin(z) 2
[ > residue(l/(1-sin(z)),z=Pi/2);
L 0
[ > g:=1-sin(z);
L g:=1-sin(z)
[ > simplify (subs(z=Pi/2,q));
L 0
[ > gl:=diff(g,z);
L gl :=—cos(z)
[ > simplify (subs(z=Pi/2,gl));
L 0
[ > g2:=diff(gl, z);
L g2 :=sin(z)
[ > simplify (subs(z=Pi/2,g2));
L 1

Portanto, este ¢ um pélo de segunda ordem de f. O residuo € entdo dado por
[ > el:=diff ((z-Pi/2)*2/(l-sin(z)),z);

23] (3]
1—2 1—2 cos(z)

el := - + 5
L I —sin(z) (1-sin(z))
[ > r:=1limit (el, z=Pi/2);
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Portanto, a integral vale zero.

3. Use integrais de contorno para calcular as integrais abaixo:

. Xl Y G
[ff.J I/:. md.r._ |:I.r.1_| 1/; m

L

Solucdo.

z+1
(a) Determinemos os pélos de f= "

) no plano superior do plano complexo.
z+

[ > solve(z”*4+1);

2 1 2 1 2 1 2 1
, LobpLdp L p 2
[ > r:=k->exp ((-Pi+2*Pi*k)*I/4);

(1/41(-n+27k))
L r=k—e

Portanto,
[ > r(1l);r(2);
J2 1
47142
2 2 1/_
J2 1
——— 47142
L 2 2 [
[ > £ := (z+1)/(z*4+1) ;

z+1

fi=
L D!
Os residuos em cada pélo simples sdo:
[ > gl:=(z-r(1))*f; g2:=(z-r(2))*f;

(Z_

- l5

llﬁJ(zH)

2

gl =
[t
J2 1
+——— 142 +1
) (z 2 2 [J(Z )
8« =
L 41
[ > rl:=1limit (gl,z=r(1l));r2:=1limit (g2,z=r(2));
1421
li=—1——"—"142
VR 8[
1 J2
2 ="1-"1+2+"—
i Ty 8[ 8

Portanto, a integral vale:
[ > 2%Pi*I* (rl+r2);

L 2

Diretamente no Maple temos

[ > simplify (2*Pi*I* (residue (£, z=r(1l))+residue(f,z=r(2))));
42

L 2

ou

[ > simplify(int (£, z=-infinity..infinity));

T2

L 2
(b)

[ > restart;

[ > £:=1/ (3+costheta);

1
f.

L " 3+ costheta



[ > costheta:=(1/2)*(z+1/z);

z
costheta :=—+—_—
2 2

r > fc:=(-I/z)*f; ’
-1
| z3+5+52
[ > fc:=normal (fc);
2
L ﬂx_6z+f+1

[ temos aqui os pdlos simples:
[ > r:=solve(denom(fc));

L ri=—3+242,-3-242

[ > r[l];x[2];
34242

3-242

[ Notemos que
[ > evalf(r[l]);evalf(r[2]);

-0.171572876
L -5.828427124

[ de modo que somente r[1] estd contido no interior do contorno de integragdo. O residuo neste pdlo é dado por
[ > RESID:=subs (z=r[l], -2*I/(z-r[2]));

1
RESID :=ZI«/E

ou
[ > residue (fc,z=r[1l]);

-1
— 142
L 4
[ Portanto, a integral vale
[ > 2*Pi*I*RESID;
A2
L 2
[ De fato,
[ > int (1/ (3+cos (theta) ), theta=0..2*Pi);
A2
2




