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¥V 1 Determinar a curva que passa pelo ponto (2,0) e possui em cada um de seus pontos o

e X
coeficiente angular — .

4y
Solugéo:
[ > restart:
> eq:=di ff(y(x),x)=x/(4*y(x));
BCI:iy(X)ZL ~

Codx 4 y(x)

B dsol ve({eq, y(0)=2},y(x));
p)
i) = Y EIE (12)

>

V2 Resolvero problema de valor inicial 2y'= % — % y(1)=1 Em que regiao do plano
y
Xy a solugado garantidamente existe e é unica ?

Solugéo:
[ > restart:
> eql:=diff(y(x),x)*2=y(x)/x-x/(y(x)"2);

eq1:=2(%y(x))=y(;) — )
y(x

X

2

;Esta € uma equacao de Bernoulli. Sua forma padréao é
> eq2: = diff(y(x),x)-y(x)/(2*x)=x/(2*y(x)"2);

-4 Ly 1 x
eq2 : & y(x) Ty ) y(x)2 2.2)

| Multiplicando toda a equagao pory2 temos

(1.1)

@.1)



> eq3: =expand(eq2*y(x)"2);

y(x)” _

eq3:=y<x)2(%y(x>)—% -2 2.3)

=> eqd: = y(x)"3=u(x);

i eqd = y(x) =u(x) (2.4)
> di ff(eqg4, x);
d d
33007 g 3 ) =4 wl) 2.5)
B eq5: =di ff (u(x),x)/3-u(x)/(2*x)=x/2;
1 d 1 1
eqs = 3 A u(x) — B u(xx) =3x (2.6)

I:Esta ¢ uma equagao linear que tem como solugao:
> sol 1: =dsol ve(eq5, u(x));

soll = u(x) =3x2+x3/2_C1 2.7
> sol 2: =subs(u(x)="y ~3,sol 1);
sol2: =y’=3x+x"7 CI 2.8)
> subs({x =1, y = 1}, sol 2);
1=3+ CI 2.9
B _Cl := solve(% _C1);
Cl=-2 (2.10)
> s0l2
P32 @.11)

Notemos que quando x =0 esta solugdo implica y = 0 para qualquer constante C1. Ou seja, o
problema de valor inicial

nao pode ser satisfeito. De fato, como ylx) __x 5 possui singularidades emx=0¢y =0, 0

X
y(x)

teorema de existéncia e unicidade ndo garante a unicidade de solu¢des em pontos correspondentes a

x=0ouy=0.

S -

V¥ 3 A massa de um determinado material radioativo decresce a uma taxa proporcional a
quantidade presente em qualquer tempo. Sua meia-vida é de 4,5 horas. Se uma massa de
3g deste material esta presente inicialmente, quanto tempo levara para 99% do material
desaparecer ?

Solugéo:
| > restart:
> eql:=di ff(Mt),t)=k*Mt);
eql = %M(t) =k M(1) 3.1

> sol : =dsol ve({eql, M0)=3},Mt));



sol .= M(t) =3 " (3.2)
> m =sol ve(sol ,Mt));
m=3 e (3.3)
B m =unapply(mt);
m=1—3¢e" (3.4)
> eq2: =m(0)/ 2=m(4.5);
eq2 = % =3 Mk (3.5)
> k: =sol ve(eq2, k) ;
k= -0.1540327068 (3.6)
> eq3:=0.01*m(0) =m(T);
eq3:=0.03=3 o ~0-1540327068 7 3.7)
B T:. =sol ve(eqg3, T);
T:=29.89735285 3.8)
>

Y 4 Um termémetro é retirado de dentro de uma sala e colocado do lado de fora, onde a
temperatura é de 10 C. Apos 1 min. o termdémetro marcava 20 C. Apdés 5 minutos, 16 C.
Qual a temperatura da sala ?.

_Solugéo:
=> restart:
> eql:=di ff(T(t),t)=-k*(T(t)-10);
eql :=% T(t) = -k (T(¢) — 10) @1
B s1: =dsol ve(eql, T(t));
= T(0) =10+ 1 4.2)
B TT: =sol ve(sl, T(t));
TT:=10+¢ ™ CI 4.3)
> TT: =unappl y(%t);
TT:=t—10+e ¥ c1 4.4)
> e1: =TO=TT(0):
el =T0=10+ CI 4.5)
> _Cl: =sol ve(el, _C1);
C1:=T0—10 (4.6)

> s1;
T(t) =10 +¢* (10— 10) 4.7




> e2: =20=TT(1);

e2:=20=10 +¢ * (10— 10) 4.8)
> e3:=16=TT(5):
e3:=16=10+¢ > (70 —10) (4.9)
B fsolve({e2, e3},{k, TO});
{T0=21.36219366, k=0.1277064059 } (4.10)

S -

Vs (3 pontos) Determinar a solugéo das equagdes

@ YGBx*—3)-2xy=0 (b) "+ tan(x) =cos(2x)
Solugao:
(a)
[ > restart:
> M =-2*x*y,
M:=-2xy (3.1)
_> N =3*x"2-y"2;
N:=3x"—y (5.2)
;Como
> diff(My);diff(N, x);
-2x (5.3)
6x

vemos que a equacdo ndo ¢ exata. Busquemos um fator integrante mu. Tal fungdo deve ser tal que

=> eql:=di ff(mu(x,y)*My)=diff(rm(x,y)*N, Xx);

w1=—2(é%uu»n)xy—zou0x=(é;ouo)tn?—f)+6ou0x (5.4)
Supondo mu=mu(x) temos
> mu(Xx,y):=mu(x);
w(x, y) = u(x) (5.5
> eql;
5 _(d 2_ 2
(x) x (dx u(x)) (37 —37) +6u(x) x (56)

Eiomo a equacao depende de y, tal escolha ¢ inconsistente. Tentamos entdo mu =mu(y). Temos entdo
> mu(x,y):=m(y);
mix, y) = p(y) (5.7

_> eql;

-2 (i u(y))xy—2u<y)x=6 My x (5.8)



| Ou
> eq2: =sinmplify((rhs(eql)-Ilhs(eql))/x)=0;
d
eq2 =8 u(y) +2 (d—y n(y) ) y=0 (5.9)
> eq3: =subs(mu(y) =MMy), eq2);
eq3 =8 MM(y) +2 (diy MM(y))yZO (5.10)
_> dsol ve(eq3, MM y));
Cl
MM (y) =—F— (5.11)
i Yy
> mu: =op(2,9;
1
W= —r (5.12)
i Yy
| Basta escolher
> Cl: =1,
Cl:=1 (5.13)
[ AEDO
> eq4: =Nt *di ff(y(x), x)+M =0;
eq4 = Nt (% y(x)) +Mt=0 (5.14)
:onde
> Nt:=nu*N, M : =nu*M
2 2
Ne= XY (5.15)
Yy
Mt = _2_3x
i Yy
;agora ¢ exata, pois
> diff(Nt,x);diff(M,y);
6x
X (5.16)
Yy
6x
4
i Yy

0 0
A EDO exata deve ser da forma dF = (a F(x,y) ) dx + (E F(x,y) ) dy =0, com solugdo

F'= const. Temos entdo

> eel:=diff(F(x,y),X)=M;

2x
3
y

0
eel = — F(x,y)=-

o (5.17)

> ee2: =di ff(F(x,y),y)=Nt:



0 3 x2 .2
ee2:=— F(x,y) = 4L4 (5.18)
Y y
;Integrando a primeira equagao obtemos
> EEL: =subs(F(x,y)=f(x), eel);
d 2x
EEI = Ef(x) =- (5.19)
i Y
> dsol ve(EEL, f(Xx));
2
flx)=-35+_C2 (5.20)
i Y
> ff:=op(2,%;
2
f=-5+_C2 (5.21)
i y
> _C2:=c2(y);
_C2:=c2(y) (5.22)
> EE2: =subs( F(x,y) =ff, ee2);
9 2 2 2
EE2 = — ( = +c2(y)] = ”—4L (5.23)
i ¥y y
> eqb5: =sinplify(l hs(EE2)-rhs(EE2))=0;
(di cZ(y))yZ—i-l
eq5 = ~—F—— =0 (5.24)
i Y
> e(6: =dsol ve(eq5b, c2(y));
eq6 =c2(y) = yi + (3 (5.25)
; _C3: =0:
> c2(y):=rhs(eqb);
1
c2(y) = — 5.26
] =g (5.26)
| Portanto, a solugdo ¢
> ff = const;
X 1
-~ t+ — =const (5.27)
y Y
I:’odemos verificar que a derivada total de ff nos da a EDO original:
> sinmplify(yMd*x(diff(ff,y)*diff(y(x),x)+diff(ff,x)))=0;
d 2_ (4 2 5=
3(dxy(x))x (dxy(x))y 2xy=0 (5.28)

b)
> restart:



> eql: =di ff(y(x), x$2)+di ff(y(x), x)*tan(x)=cos(2*x);
2

eql = % y(x) + (% y(x)) tan(x) =cos(2 x) (5.29)

> eq2: =subs({di ff(y(x),x$2)=diff(p(x),x),diff(y(x),x)=p(x) },eql)

eq2 = % p(x) +p(x) tan(x) =cos(2 x) (5.30)
_> Y. =u*v,
Y=uv (5.31)
> v:=exp(-Int(tan(x),x)); _
—(!tan(x) dx)
vi=e (5.32)
> v: =val ue(%;
V= cos(x) (5.33)
B u: =l nt(cos(2*x)/v, x) +C1;
"= JM dx +CI (5.34)
cos(x)
> u: =val ue(%;
u:=2sin(x) —In(sec(x) +tan(x)) + CI (5.35)
_> p: =u*v;
p = (2sin(x) —In(sec(x) +tan(x)) + CI) cos(x) (5.36)
> Y:=sinmplify(lnt(p,x))+C2;
Y= (2 sin (x) —h{m) +cz) cos(x) dx + C2 (5.37)
cos(x)
i“al integral so tem solu¢des complexas:
> sinplify(val ue(Y), exp);
I oo 1 one, 1 2¢" —1e” +1 ) . 2
S = e — IIn ¢ —In(e”"+1) (5.38)
xI ¢ 2Ix
_ L Iln( R ) e () — L rciét+ L 1cie 4 2
2 e +1 2 2
i)e forma direta:
> dsol ve(eql, y(x));
1 1 et 41 xI 21x 1
=-— 2 — Iln| - —1 1) ——11 5.39
y(x) 5 cos(2x) + 5 n[ i ¢ n(e”*+1) 5 1l (5.39)

x1 2Ixy
o 2e el Ije_lx—i-ln(eﬂ)+sin(x)_C]+_C2

ezlx—i-l




L

Y 6 Determinar a equacéo diferencial que determina o movimento vertical de um corpo sob a
acao do campo gravitacional da Terra. A equagao diferencial deve ser dada em termos da
velocidade, do raio da Terra R, da altura do corpo em relacéo a superficie x, da

aceleracao da gravidade na superficie da Terrag e da massa m do corpo. A forca sobre o

GMm

2
r

constante universal da gravitagdo, M é a massa da terra e r a distancia do corpo ao centro
da Terra (supomos positiva a dire¢gao associada a r crescente). Suponha que a atmosfera
exerce uma forgca dissipativa sobre o corpo que é proporcional a sua velocidade. Nao é
necessario resolver a equacao diferencial.

corpo é dada pela lei de Newton da gravitagao universal, F= - onde G éa

|:> restart:
Se gamma ¢ a constante dissipativa da atmosfera, temos

> eql: =nrdiff(v(x),x)*v(x)=-GMmnm (x+R)"2- gama*v(X) ;
eql =m (i v(x)) v(x) = - Mmz —Yv(x) (6.1)
dx (x +R)
;Na superficie,:
> eel: =mfg=MnmrG R"2;
MmG
eel =mg= 2 6.2)
_> eel/ nt R \2;
RPg=MG (6.3)
Com isso eliminamos a massa da Terra em termos do raio e da aceleragdo local da gravidade
(calculaveis desde a antiguidade). Nossa EDO torna-se, entéo.
> eq2: =di ff(v(x),x)*v(x)=-R'2*g/ (x+R) *2- gamma*v(x)/ m
2
eq2 = (i v(x)) v(x) = - R g 5~ Tv(x) (6.4)
dx (x +R) m
1B



