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1. O papel da Estat’stica na Engenharia 

1.O mŽtodo da engenharia (cient’fico) e o 
pensamento estat’stico 

2.Coleta de dados
3.Modelos mecan’sticos e emp’ricos
4.Modelos de probabilidade
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1-1 MŽtodo cient’fico e Pensamento Estat’stico

Passos:
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1. Desenvolva  uma descri•‹o clara e concisa do problema.
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1. Desenvolva  uma descri•‹o clara e concisa do problema.

2. Identifique, ao menos tentativamente, os fatores importantes que afetam este 
problema ou que podem desempenhar um papel na sua solu•‹o. 
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1. Desenvolva  uma descri•‹o clara e concisa do problema.

2. Identifique, ao menos tentativamente, os fatores importantes que afetam este 
problema ou que podem desempenhar um papel na sua solu•‹o. 

3. Proponha um modelo para o problema , usando o conhecimento  
cient’fico/de engenharia do fen™meno estudado. Estabele•a as limita•›es 
ou suposi•›es do modelo. 

4. Realize experimentos apropriados e colete dados para testar ou validar o 
modelo tentativo ou conclus›es feitas nos passos 2 e 3.

1-1 MŽtodo cient’fico e Pensamento Estat’stico

Passos:
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Passos  (cont.) : 
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5. Refine o  modelo  com base nos dados observacionais. 

Passos  (cont.) : 
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5. Refine o  modelo  com base nos dados observacionais. 

6. Manipule o modelo como modo de desenvolver uma solu•‹o para o 
problema.

Passos  (cont.) : 
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5. Refine o  modelo  com base nos dados observacionais. 

6. Manipule o modelo como modo de desenvolver uma solu•‹o para o 
problema.

7. Conduza um experimento apropriadoparato confirmar que a solu•‹o  
proposta do problemas Ž efetiva e eficiente. 
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5. Refine o  modelo  com base nos dados observacionais. 

6. Manipule o modelo como modo de desenvolver uma solu•‹o para o 
problema.

7. Conduza um experimento apropriadoparato confirmar que a solu•‹o  
proposta do problemas Ž efetiva e eficiente. 

8. Chegue a  conclus›es ou fa•a recomenda•›es baseadas na solu•‹o 
do problema.  

Passos  (cont.) : 
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Resumo do MŽtodo 
Cient’fico na Engenharia
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Desenvolva uma clara descri•‹o Resumo do MŽtodo 
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Desenvolva uma clara descri•‹o

Identifique os fatores importantes
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Desenvolva uma clara descri•‹o

Identifique os fatores importantes

Fa•a experimentos

Resumo do MŽtodo 
Cient’fico na Engenharia
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Desenvolva uma clara descri•‹o

Identifique os fatores importantes

Proponha ou refine um modelo

Fa•a experimentos

Resumo do MŽtodo 
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Desenvolva uma clara descri•‹o

Identifique os fatores importantes

Proponha ou refine um modelo

Fa•a experimentos

Manipule o modelo

Confirme a solu•‹o 

Resumo do MŽtodo 
Cient’fico na Engenharia
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Desenvolva uma clara descri•‹o

Identifique os fatores importantes

Proponha ou refine um modelo

Fa•a experimentos

Manipule o modelo

Confirme a solu•‹o 

Conclus›es e recomenda•›es 

Resumo do MŽtodo 
Cient’fico na Engenharia
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Estat’stica -  lista com a coleta, apresenta•‹o, an‡lise e 
uso de dados para tomar decis›es, resolver problemas, 
elaborar produtos e processos. 
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Estat’stica -  lista com a coleta, apresenta•‹o, an‡lise e 
uso de dados para tomar decis›es, resolver problemas, 
elaborar produtos e processos. 

MŽtodos estat’sticos Ð ajudam a descrever e entender  variabilidade

successivas observa•›es de um sistema ou 
fen™meno  n‹o produzem exatamente o mesmo
 resultado.
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Exemplo1: Variabilidade no consumo de combust’vel de um ve’culo
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Exemplo1: Variabilidade no consumo de combust’vel de um ve’culo

Potenciais fontes de variabilidade do sistema:

!  Tipo de condi•›es de estrada (cidade ou rodovia)

!  Mudan•as nas condi•›es do ve’culo ao longo do tempo 
(press‹o dos pneus, compress‹o, desgaste de v‡lvulas)

!  Marca ou categoria de gasolina utilizada

!  Condi•›es meteorol—gicas

!  Modo de dirigir

!  Outros fatores 

Estatística: fornece uma teoria para analisar estas fontes de variabilidade 
(quais as mais importantes ?) de forma quantitativa.
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Exemplo 2 :  Confec•‹o de um conector de nylon a ser usado num motor
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Exemplo 2 :  Confec•‹o de um conector de nylon a ser usado num motor

Problema: Determinar a especifica•‹o da espessura da parede
nos conectores a serem produzidos 
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Exemplo 2 :  Confec•‹o de um conector de nylon a ser usado num motor

Problema: Determinar a especifica•‹o da espessura da parede
nos conectores a serem produzidos 

Especifica•‹o esperada: 3/32 in

Qual o efeito desta especifica•‹o na for•a de 
resist•ncia  do conector ?  

Conector pode falhar quando a for•a Ž muito
pequena

 For•a de resist•ncia X de 8 prot—tipos de espessura 3/32 in. (pounds) 

 12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1.
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Exemplo 2 :  Confec•‹o de um conector de nylon a ser usado num motor

Problema: Determinar a especifica•‹o da espessura da parede
nos conectores a serem produzidos 

Especifica•‹o esperada: 3/32 in

Qual o efeito desta especifica•‹o na for•a de 
resist•ncia  do conector ?  

Conector pode falhar quando a for•a Ž muito
pequena

 For•a de resist•ncia X de 8 prot—tipos de espessura 3/32 in. (pounds) 

 12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1.constante

Perturba•‹o rand™mica

Vari‡vel rand™mica

Wednesday, August 24, 11



8

Exemplo 2 :  Confec•‹o de um conector de nylon a ser usado num motor

Problema: Determinar a especifica•‹o da espessura da parede
nos conectores a serem produzidos 

Especifica•‹o esperada: 3/32 in

Qual o efeito desta especifica•‹o na for•a de 
resist•ncia  do conector ?  

Conector pode falhar quando a for•a Ž muito
pequena

 For•a de resist•ncia X de 8 prot—tipos de espessura 3/32 in. (pounds) 

 12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1.constante

Perturba•‹o rand™mica

Vari‡vel rand™mica

  X = µ +!
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Diagrama de pontos: evidenciam a localização e a variabilidade
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Diagrama de pontos: evidenciam a localização e a variabilidade

MŽdia: 

> with(stats):
> X:=[12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1]:
> describe[mean](X);
� � � � � �13.00000000
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Diagrama de pontos: evidenciam a localização e a variabilidade

MŽdia: 

> with(stats):
> X:=[12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1]:
> describe[mean](X);
� � � � � �13.00000000

Engenheiro cr• que tal valor da for•a pode ser muito baixo para atender
as especifica•›es desta aplica•‹o.
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Diagrama de pontos: evidenciam a localização e a variabilidade

MŽdia: 

> with(stats):
> X:=[12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1]:
> describe[mean](X);
� � � � � �13.00000000

Engenheiro cr• que tal valor da for•a pode ser muito baixo para atender
as especifica•›es desta aplica•‹o.

Design alternativo 
com espessura maior: 
1/8 in
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12.9, 13.7, 12.8, 13.9, 14.2, 13.2, 13.5, 13.1.For•a ( 1/8 in)

MŽdia : 13.4

Tais resultados parecem indicar que um aumento na espessura
Da parede resultou num aumento da for•a de resist•ncia.
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Algumas quest›es:
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Algumas quest›es:

¥ Como sabemos que outra amostra de prot—tipos n‹o dar‡ diferentes
resultados ?
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Algumas quest›es:
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¥ Uma amostra de oito prot—tipos Ž adequada para dar resultados 
confi‡veis ?
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Algumas quest›es:

¥ Como sabemos que outra amostra de prot—tipos n‹o dar‡ diferentes
resultados ?

¥ Uma amostra de oito prot—tipos Ž adequada para dar resultados 
confi‡veis ?

¥ Se usarmos os resultados dos obtidos atŽ agora para concluir que o
aumento da espessura da parede aumenta a resist•ncia, quais s‹o os 
riscos associados com esta decis‹o ? 

¥ ƒ poss’vel que o aparente aumento da for•a de resist•ncia observado
nos prot—tipos de maior espessura seja devido somente ˆ variabilidade
inerente do sistema e que o aumento da espessura do elemento 
(e de seu custo) n‹o tenha realmente qualquer efeito na for•a
de resist•ncia ?
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Infer•ncia estat’stica

Generaliza•‹o de observa•›es de amostras para a 
Totalidade da popula•‹o

Incertezas e riscos devem ser quantificados

Estabilidade das fontes de
variabilidade
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Estudo enumerativo: uma amostra Ž utilizada para fazer uma 
infer•ncia sobre a popula•‹o da qual a amostra Ž retirada

Estudo analítico: uma amostra Ž utilizada para fazer uma infer•ncia
sobre uma popula•‹o ainda n‹o existente (futura).

Estabilidade
An‡lise estat’stica
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1-2 Coleta de dados

1. Estudo retrospectivo usando dados hist—ricos

2. Estudo observacional

3. Experimento projetado

4. Observa•‹o de processos ao longo do tempo
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1-2.1 Estudo retrospectivo
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1-2.1 Estudo retrospectivo

Sistema: Coluna de destila•‹o acetona-alcool but’lico
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1-2.1 Estudo retrospectivo

Sistema: Coluna de destila•‹o acetona-alcool but’lico

Vari‡vel de estudo: Concentra•‹o de acetona
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1-2.1 Estudo retrospectivo

Sistema: Coluna de destila•‹o acetona-alcool but’lico

Vari‡vel de estudo: Concentra•‹o de acetona

Fatores que podem afetar o destilado
1. Temperatura de re-ebuli•‹o
2. Temperatura do condensado
3. Taxa de refluxo
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Dados arquivados:
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Dados arquivados:
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Dados arquivados:

1.  Concentra•‹o de acetona em uma amostragem a cada hora 
do produto de sa’da

1.  Gr‡fico da temperatura de reebuli•‹o com o tempo

2.  Log da temperatura do condensador

3. Taxa de refluxo nominal a cada hora (normalmente mantido constante)!

Possível objetivo de estudo: descobrir as rela•›es entre as 
duas temperaturas e a taxa de refluxo na concentra•‹o de acetona 
do produto final.
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Dados arquivados:

1.  Concentra•‹o de acetona em uma amostragem a cada hora 
do produto de sa’da

1.  Gr‡fico da temperatura de reebuli•‹o com o tempo

2.  Log da temperatura do condensador

3. Taxa de refluxo nominal a cada hora (normalmente mantido constante)!

O estudo pode envolver todos os dados arquivados em um 
per’odo de tempo, ou somente uma amostra

Possível objetivo de estudo: descobrir as rela•›es entre as 
duas temperaturas e a taxa de refluxo na concentra•‹o de acetona 
do produto final.
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Possíveis problemas deste tipo de estudo:
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Possíveis problemas deste tipo de estudo:
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Possíveis problemas deste tipo de estudo:
 
1.   Podemos n‹o ser capazes de ver a rela•‹o entre a taxa de refluxo e a 

concentra•‹o de acetona, pois a taxa de refluxo n‹o mudou muito ao longo 
do tempo considerado.
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1.  A produ•‹o mantŽm as duas temperaturas t‹o pr—ximas quanto poss’vel a 
valores determinados. Como as temperaturas mudam t‹o pouco, pode ser 
dif’cil obter seu impacto real na concentra•‹o de acetona. 
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Possíveis problemas deste tipo de estudo:
 
1.   Podemos n‹o ser capazes de ver a rela•‹o entre a taxa de refluxo e a 

concentra•‹o de acetona, pois a taxa de refluxo n‹o mudou muito ao longo 
do tempo considerado.

2.  Os dados arquivados das duas temperaturas (que s‹o arquivados quase 
constinuamente) n‹o correspondem perfeitamente ˆs medidas de 
concentra•‹o de acetona (feitas a cada hora). N‹o Ž —bvio como construir 
uma correspond•ncia aproximada. 

1.  A produ•‹o mantŽm as duas temperaturas t‹o pr—ximas quanto poss’vel a 
valores determinados. Como as temperaturas mudam t‹o pouco, pode ser 
dif’cil obter seu impacto real na concentra•‹o de acetona. 

2.  Dentro dos limitados intervalos de poss’vel varia•‹o, a temperatura do 
condensado tende a subir com a temperatura de reebuli•‹o. 
ConseqŸentemente, os efeitos dessas duas vari‡veis de processo na 
concentra•‹o de acetona podem ser dif’ceis de serem separados. 
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Em geral, 
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¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com 
informa•›es realmente œteis.

Em geral, 
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¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com 
informa•›es realmente œteis.

¥ Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.
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¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com 
informa•›es realmente œteis.

¥ Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.

¥ Podem  haver erros de transcri•‹o resultando em valores n‹o usuais.

¥ Dados sobre outros fatores importantes podem n‹o ter sido coletados e 
arquivados. 

Em geral, 

Na coluna de destila•‹o, por exemplo, as 
concentra•›es espec’ficas de ‡lcool but’lico e 
acetona no fluxo de entrada s‹o um fator muito 
importante, mas elas n‹o s‹o arquivadas 
porque as concentra•›es s‹o muito dif’ceis de 
serem obtidas rotineiramente. 
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¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com 
informa•›es realmente œteis.

¥ Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.

¥ Podem  haver erros de transcri•‹o resultando em valores n‹o usuais.

¥ Dados sobre outros fatores importantes podem n‹o ter sido coletados e 
arquivados. 

Em geral, 

An‡lises estat’sticas de dados 
hist—ricos algumas vezes 
identificam fen™menos 
interessantes, mas 
explica•›es s—lidas e 
confi‡veis destes fen™menos 
s‹o frequentemente dif’ceis 
de serem obtidas. 
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1-2.2 Estudo observacional
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¥ O engenheiro observa o processo ou popula•‹o , perturbando o sistema 
minimamente, anotando as quantidades de interesse. 

1-2.2 Estudo observacional
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¥ O engenheiro observa o processo ou popula•‹o , perturbando o sistema 
minimamente, anotando as quantidades de interesse. 

¥  Como tais estudos s‹o usualmente conduzidos em um curto per’odo de 
tempo, algumas vezes vari‡veis que n‹o s‹o medidas rotineiramente podem 
ser inclu’das. 
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¥  No exemplo da coluna de destila•‹o, o engenheiro elaboraria um formul‡rio 
para registrar as duas temperaturas e a taxa de refluxo quando as medidas de 
concentra•‹o de acetona s‹o feitas. 

¥  ƒ poss’vel ainda medir as concentra•›es na entrada, de modo que o impacto 
destr fator pode ser medido.

1-2.2 Estudo observacional
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¥ O engenheiro observa o processo ou popula•‹o , perturbando o sistema 
minimamente, anotando as quantidades de interesse. 

¥  Como tais estudos s‹o usualmente conduzidos em um curto per’odo de 
tempo, algumas vezes vari‡veis que n‹o s‹o medidas rotineiramente podem 
ser inclu’das. 

¥  No exemplo da coluna de destila•‹o, o engenheiro elaboraria um formul‡rio 
para registrar as duas temperaturas e a taxa de refluxo quando as medidas de 
concentra•‹o de acetona s‹o feitas. 

¥  ƒ poss’vel ainda medir as concentra•›es na entrada, de modo que o impacto 
destr fator pode ser medido.

¥. Em geral, um estudo observacional tende a resolver os problemas 1 e 2, mas 
podem n‹o resolver 3 e 4.  

1-2.2 Estudo observacional
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1-2.3 Experimento projetado
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1-2.3 Experimento projetado

O engenheiro faz mudan•as nas vari‡veis control‡veis do sistema ou processo, 
observa os dados de sa’da resultantes do sistema e ent‹o faz uma infer•ncia ou 
decis‹o  sobre que vari‡veis s‹o respons‡veis pelas observadas mundan•as na 
performance de sa’da. 
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observa os dados de sa’da resultantes do sistema e ent‹o faz uma infer•ncia ou 
decis‹o  sobre que vari‡veis s‹o respons‡veis pelas observadas mundan•as na 
performance de sa’da. 

Em geral, quando produtos e processos s‹o planejados e desenvolvidos com 
experimentos projetados, eles tendo uma melhor performance, maior 
confiabilidade e menores custos totais. 

Wednesday, August 24, 11



21

1-2.3 Experimento projetado

O engenheiro faz mudan•as nas vari‡veis control‡veis do sistema ou processo, 
observa os dados de sa’da resultantes do sistema e ent‹o faz uma infer•ncia ou 
decis‹o  sobre que vari‡veis s‹o respons‡veis pelas observadas mundan•as na 
performance de sa’da. 

Em geral, quando produtos e processos s‹o planejados e desenvolvidos com 
experimentos projetados, eles tendo uma melhor performance, maior 
confiabilidade e menores custos totais. 

Hipótese:   uma asser•‹o sobre algum aspecto do sistema no qual
estamos interessados.
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Exemplo da manufatura do conector de nylon: 
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Exemplo da manufatura do conector de nylon: 

Teste de hipótese: 
Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a for•a mŽdia de 
resist•ncia de um design de 3/32 in poderia exceder a m‡xima carga 
esperada para este tipo de aplica•‹o, por exemplo, 12.75 lb.
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Exemplo da manufatura do conector de nylon: 

Teste de hipótese: 
Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a for•a mŽdia de 
resist•ncia de um design de 3/32 in poderia exceder a m‡xima carga 
esperada para este tipo de aplica•‹o, por exemplo, 12.75 lb.

Teste de hip—tese de uma amostra

Estudo anal’tico

Teste de hip—tese de duas amostras
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Exemplo da manufatura do conector de nylon: 

Teste de hipótese: 
Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a for•a mŽdia de 
resist•ncia de um design de 3/32 in poderia exceder a m‡xima carga 
esperada para este tipo de aplica•‹o, por exemplo, 12.75 lb.

Teste de hip—tese de uma amostra

Estudo anal’tico

Compara•‹o dos conectores de espessura 3/32 e 1/8 in para  
determinar se o aumento da espessura da parede do conector 
implica num aumento da for•a de resist•ncia.

Teste de hip—tese de duas amostras
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1-2.4 Observa•‹o de processos ao longo do tempo
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1-2.4 Observa•‹o de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados s‹o coletados ao longo do tempo

Wednesday, August 24, 11



23

1-2.4 Observa•‹o de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados s‹o coletados ao longo do tempo

Gr‡fico de  pontos temporal (leituras hor‡rias)!

Concentra•‹o de acetona
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1-2.4 Observa•‹o de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados s‹o coletados ao longo do tempo

Gr‡fico de  pontos temporal (leituras hor‡rias)!

Concentra•‹o de acetona

O gr‡fico mostra grande varia•‹o de concentra•‹o, mas n‹o 
explica a raz‹o
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Gr‡fico de sŽrie temporal 
fornece mais informa•‹o

Wednesday, August 24, 11



24

Gr‡fico de sŽrie temporal 
fornece mais informa•‹o

Desvio do n’vel mŽdio do 
processo
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MTB > name c1 'Strat1'
MTB > random 100 'Strat1'; 
SUBC> normal 0 1. 
MTB > dotplot c1
MTB > tsplot c1

Gr‡ficos no Minitab
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EstratŽgias para conduzir o processo: 

1. O funil permanece im—vel e a dist‰ncia atŽ o alvo Ž registrada. 

2. A primeira bola Ž lan•ada e sua localiza•‹o relativamente ao alvo 
registrada. O funil Ž ent‹o movido numa dire•‹o igual e oposta, numa 
tentativa de compensar o erro. Tal tipo de ajuste Ž feito depois que 
cada bola Ž lan•ada. 
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Resultado em sŽries temporais  (simula•‹o)!
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2 vezes maior com a estratŽgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n‹o fornece qualquer informa•‹o sobre o 
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n‹o diminuem futuros erros. Ao contr‡rio, tendem a 
fazer com  que o funil se mova para mais longe do alvo. 

Ajustes em processos sujeitos a varia•›es rand™micas em geral  
aumentam a varia•‹o do processo 
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Variabilidade da dist‰ncia ao alvo: 2 vezes maior com a estratŽgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n‹o fornece qualquer informa•‹o sobre o 
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n‹o diminuem futuros erros. Ao contr‡rio, tendem a 
fazer com  que o funil se mova para mais longe do alvo. 

Ajustes em processos sujeitos a varia•›es rand™micas em geral  
aumentam a varia•‹o do processo 
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Variabilidade da dist‰ncia ao alvo: 2 vezes maior com a estratŽgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n‹o fornece qualquer informa•‹o sobre o 
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n‹o diminuem futuros erros. Ao contr‡rio, tendem a 
fazer com  que o funil se mova para mais longe do alvo. 

Ajustes em processos sujeitos a varia•›es rand™micas em geral  
aumentam a varia•‹o do processo 

Overcontrol ou tampering
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Desvio (shift) de duas unidades introduzido a partir da observa•‹o 50 
e respectivo ajuste (2 un.) quando um desvio da mŽdia Ž detectado. 

Ajuste diminuiu o erro
Fim da aula 1 
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Quando aplicar ajustes e em 
quais quantidades ? Use uma 
carta de controle  

Variabilidade natural  (3 sd)

Perturba•‹o n‹o-aleat—ria afetou 
o processo

Wednesday, August 24, 11



34

Controle de Processo Estatístico : ramo da estat’stica que faz 
uso de cartas de controle

Indica o ponto onde a•‹o corretiva Ž necess‡ria no processo
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> s := [stats[random, normald[0]](100)];
> p1 := [seq([i, s[i]], i = 1 .. 100)];
> p2 := [[1, 0], seq([i, s[i]-s[i-1]], i = 2 .. 100)];
> with(plots);
> plot([p1, p2], axes = boxed, color = [red, blue]);

Simula•‹o do Experimento 
de Deming no Maple
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos

Suponha que queremos medir a corrente atravŽs de um fio 
de cobre, cujas extremidades est‹o sujeitas a uma 
diferen•a de potencial V. 
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos

Suponha que queremos medir a corrente atravŽs de um fio 
de cobre, cujas extremidades est‹o sujeitas a uma 
diferen•a de potencial V. 

Modelo mecan’stico usual:   Lei de Ohm

Modelo real’stico da corrente observada: 

Fontes n‹o modeladas de variabilidade que afetam o sistema
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E
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Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais n‹o h‡ 
um modelo mecan’stico simples ou bem entendido que explique o 
fen™meno

E
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Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais n‹o h‡ 
um modelo mecan’stico simples ou bem entendido que explique o 
fen™meno

E

Exemplo: Determinar o peso molecular mŽdio          de um pol’mero
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Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais n‹o h‡ 
um modelo mecan’stico simples ou bem entendido que explique o 
fen™meno

E

Exemplo: Determinar o peso molecular mŽdio          de um pol’mero

viscosidade

catalisador

temperatura

Fun•‹o desconhecida
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Expans‹o em sŽrie de Taylor atŽ primeira ordem: 

Fonte de variabilidade

Modelo emp’rico

Tal modelo usa o conhecimento cient’fico sobre o fen™meno, 
mas n‹o Ž constru’do diretamente a partir de teorias puras de 
primeiros princ’pios da teoria molecular.
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Semiconductor die

O semicondutor acabado Ž ligado por fios a um suporte.

Exemplo: Manufatura de Semicondutores
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Vari‡veis: 

¥ Resist•ncia ˆ tra•‹o  z  (medida da intensidade da for•a 
necess‡ria para romper a conex‹o)

¥ Comprimento do fio 

¥ Altura do chip (die) 
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Vari‡veis: 

¥ Resist•ncia ˆ tra•‹o  z  (medida da intensidade da for•a 
necess‡ria para romper a conex‹o)

¥ Comprimento do fio 

¥ Altura do chip (die) 

Problema: encontrar um modelo relacionando as tr•s 
vari‡veis. 
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Vari‡veis: 

¥ Resist•ncia ˆ tra•‹o  z  (medida da intensidade da for•a 
necess‡ria para romper a conex‹o)

¥ Comprimento do fio 

¥ Altura do chip (die) 

Problema: encontrar um modelo relacionando as tr•s 
vari‡veis. 

Um modelo mecan’stico n‹o Ž aplic‡vel aqui
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Gr‡fico de pontos em Minitab
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>L := [[2, 50, 9.95], [8, 110, 24.45], [11, 120, 31.75], [10, 550, 35.00], [8, 295, 25.02], [4, 200, 
16.86], [2, 375, 14.38], [2, 52, 9.60], [9, 100, 24.35], [8, 300, 27.50], [4, 412, 17.08], [11, 400, 
37.00], [12, 500, 41.95], [2, 360, 11.66], [4, 205, 21.65], [4, 400, 17.89], [20, 600, 69.00], [1, 
585, 10.30], [10, 540, 34.93], [15, 250, 46.59], [15, 290, 44.88], [16, 510, 54.12], [17, 590, 
56.63], [6, 100, 22.13], [5, 400, 21.15]]:

>n := nops(L); 
                                    25
>for i to n do x[i] := L[i][1]; y[i] := L[i][2]; z[i] := L[i][3] end do;

                                     25

>err2 := Sum((z[k]-a*x[k]-b*y[k]-c)^2, k = 1 .. n):

> eqna := diff(value(err2), a) = 0;

                  4792 a + 154354 b - 16016.94 + 412 c = 0

> eqnb := diff(value(err2), b) = 0;
                                                                         5              
             154354 a + 7063696 b - 5.4963342 10  + 16588 c = 0

> eqnc := diff(value(err2), c) = 0;

                            412 a + 16588 b + 50 c - 1451.64 = 0

Maple Worksheet : m’nimos quadrados
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 > sols := solve({eqnb, eqnc, eqna}, {a, b, c});

            {b = 0.01252781139, a = 2.744269643, c = 2.263791434} 

> assign(sols);

> with(plots);

> p1 := plot3d(a*x+b*y+c, x = 0 .. 20, y = 0 .. 650);

> p2 := polyhedraplot(L, polyscale = .2, polytype = hexahedron);

> display([p1, p2], axes = framed, shading = zhue, scaling = unconstrained);

Maple Worksheet : m’nimos quadrados (cont)

Wednesday, August 24, 11



45

> plano := z = a*x+b*y+c;

              z = 2.744269643 x + 0.01252781139 y + 2.263791434
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Probablilidade
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J‡ vimos que decis›es frequentemente necessitam ser baseadas 
somente em um subconjunto de objetos selecionados de uma 
amostra.

Probablilidade
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J‡ vimos que decis›es frequentemente necessitam ser baseadas 
somente em um subconjunto de objetos selecionados de uma 
amostra.

Probablilidade

O processo de se partir de uma amostra para se chegar a conclus›es sobre 
uma amostra foi chamado inferência estatística.

Exemplo: Consideremos o problema de se estudar a resistividade 
de uma amostra de 3 wafers semicondutores, selecionados de 
uma linha de produ•‹o. 

Baseados nos dados de resistividade coletados nos 3 wafers da 
amostra desejamos obter conclus›es sobre a resistividade de 
todos os wafers do lote. 
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Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

Wednesday, August 24, 11



47

Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

No presente caso:  Se o lote contŽm wafers defeituosos, 
qu‹o bem a amostra detectar‡ o problema ? 

Wednesday, August 24, 11



47

Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

No presente caso:  Se o lote contŽm wafers defeituosos, 
qu‹o bem a amostra detectar‡ o problema ? 

Necessitamos quantificar o critŽrio Òqu‹o bemÓ. 

Wednesday, August 24, 11



47

Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

No presente caso:  Se o lote contŽm wafers defeituosos, 
qu‹o bem a amostra detectar‡ o problema ? 

Necessitamos quantificar o critŽrio Òqu‹o bemÓ. 

Necessitamos quantificar os riscos das decis›es baseadas em 
amostras.

Wednesday, August 24, 11



47

Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

No presente caso:  Se o lote contŽm wafers defeituosos, 
qu‹o bem a amostra detectar‡ o problema ? 

Necessitamos quantificar o critŽrio Òqu‹o bemÓ. 
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produzirem decis›es  com riscos aceit‡veis ?

Wednesday, August 24, 11



47

Para que a an‡lise seja efetiva, uma an‡lise de qu‹o bem 
uma amostra representa uma popula•‹o Ž necess‡ria. 

No presente caso:  Se o lote contŽm wafers defeituosos, 
qu‹o bem a amostra detectar‡ o problema ? 

Necessitamos quantificar o critŽrio Òqu‹o bemÓ. 

Necessitamos quantificar os riscos das decis›es baseadas em 
amostras.

Como amostras devem ser selecionadas de modo a 
produzirem decis›es  com riscos aceit‡veis ?

Modelos de probabilidade : ajudam a quantificar os 
riscos envolvidos   na infer•ncia estat’stica, ou seja, riscos 
envolvidos em feitas todos os dias. 
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Suponhamos que o lote contenha 25 wafers
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Suponhamos que o lote contenha 25 wafers

Suponhamos que somente um wafer no lote Ž defeituoso. Ent‹o a 
amostra poderia detectar ou n‹o este wafer defeituoso.
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Suponhamos que o lote contenha 25 wafers

Suponhamos que somente um wafer no lote Ž defeituoso. Ent‹o a 
amostra poderia detectar ou n‹o este wafer defeituoso.

Um modelo de probabilidade, junto com um mŽtodo para selecionar a 
amostra, pode ser utilizado para quantificar os riscos.

Com base nesta an‡lise o tamanho da amostra pode ser aumentado ou 
diminu’do.

Interpretação do risco: suponhamos que uma sŽrie de 
lotes, cada  um podendo conter um wafer defeituoso Ž 
examinado atravŽs de amostragem. 

aleatoriamente
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A propor•‹o de lotes nos quais um wafer defeituoso est‡ inclu’do na 
amostra Ž a probabilidade de que o wafer defeituoso seja detectado. 

Mais espeficamente: o limite desta propor•‹o quando o nœmero de 
lotes tende a infinito Ž a probabilidade de que o wafer defeituoso seja 
detectado.

Um modelo de probabilidade Ž usado para calcular esta 
propor•‹o (pois n‹o queremos medir infinitos lotes).
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Analytic study
Designed experiment
Empirical model
Engineering method
Enumerative study
Mechanistic model
Observational study
Overcontrol
Population
Probability model
Problem-solving method
Retrospective study
Sample
Statistical inference
Statistical Process
Control
Statistical thinking
Tampering
Variability

Termos e conceitos
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2-1 Espa•os  amostrais e eventos
2-1.1 Experimentos rand™micos
2-1.2 Espa•os amostrais
2-1.3 Eventos
2-2 Interpreta•›es de probabilidade
2-2.1 Introdu•‹o
2-2.2 Axiomas de probabilidade
2-3 Regras de adi•‹o 
2-4 Probabilidade condicional 
2-5 Regras de probabilidade total e 
multiplica•‹o 
2-5.1 Regra de multiplica•‹o
2-5.2 Regra da probabilidade total
2-6 Independ•ncia
2-7 Teorema de Bayes
2-8 Vari‡veis rand™micas

2. Probabilidade
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2-1 Espa•os amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre
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2-1 Espa•os amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repeti•›es da medida resultam em variabilidade de resultados 
devido ˆ influ•ncia  variáveis não controláveis

¥ Mudan•as de temperatura ambiente
¥ Impurezas na composi•‹o qu’mica do fio
¥ Correntes de fuga

Experimento possui uma 
componente rand™mica 
ou aleat—ria.

Em alguns casos essas varia•›es rand™micas n‹o podem 
ser ignoradas (dependendo de nossos objetivos).
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Objetivos: quantificar e modelar os tipos de varia•›es 
frequentemente encontrados.

Incorpora•‹o da varia•‹o no nosso pensamento e an‡lises

Resultados que n‹o s‹o invalidados pela varia•‹o. 

Modelos e an‡lises: Physical system

Model

Measurements Analysis
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Incorpora•‹o de ru’do (entradas n‹o control‡veis) no modelo

Um experimento que pode resultar em diferentes resultados, 
mesmo quando ele Ž repetido do mesmo modo cada vez, Ž 
chamado um experimento aleatório ou randômico.

Controlled
variables

Noise
variables

OutputInput System
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Exemplo: Lei de Ohm
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Projeto de um sistema de comunica•›es

A capacidade de informa•‹o dispon’vel  a indiv’duos que usam a 
rede Ž uma caracter’stica importante no design.
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Supondo que cada linha suporta somente uma 
conversa•‹o, quantas linhas devem ser compradas ? 

Se poucas linhas forem compradas, chamadas podem ser 
postergadas ou perdidas.  Se um excessivo nœmero de  
linhas forem compradas o custo ser‡ muito alto.
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Projeto de um sistema de comunica•›es

A capacidade de informa•‹o dispon’vel  a indiv’duos que usam a 
rede Ž uma caracter’stica importante no design.

Comunica•‹o de voz : linhas externas suficientes devem ser 
compradas da companhia telef™nica.

Supondo que cada linha suporta somente uma 
conversa•‹o, quantas linhas devem ser compradas ? 

Se poucas linhas forem compradas, chamadas podem ser 
postergadas ou perdidas.  Se um excessivo nœmero de  
linhas forem compradas o custo ser‡ muito alto.

Design e desenvolvimente s‹o necess‡rios para satisfazer as  
demandas dos clientes a um custo competitivo. 
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Um modelo Ž necess‡rio para o nœmero de chamadas e para a 
dura•‹o das chamadas.
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Um modelo Ž necess‡rio para o nœmero de chamadas e para a 
dura•‹o das chamadas.

Mesmo sabendo que na mŽdia as chamadas ocorrem a cada 5 
min e que elas duram atŽ 5 min n‹o Ž suficiente. 
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Um modelo Ž necess‡rio para o nœmero de chamadas e para a 
dura•‹o das chamadas.

Mesmo sabendo que na mŽdia as chamadas ocorrem a cada 5 
min e que elas duram atŽ 5 min n‹o Ž suficiente. 

Se as chamadas chegarem em precisamente intervalos de 5 
minutos e durarem precisamente 5 min, uma linha telef™nica 
seria, a princ’pio,  suficiente.
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No entanto, uma pequena varia•‹o no nœmero de chamadas ou 
dura•‹o resultaria em chamadas bloqueadas. 

0 5 10 15 20

1 2 3 4

Minutes

Call

Call duration

Time

0 5 10 15 20

1 2 3

Minutes

Call

Call duration

Time

Call 3 blocked
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No entanto, uma pequena varia•‹o no nœmero de chamadas ou 
dura•‹o resultaria em chamadas bloqueadas. 

Uma an‡lise de modelos envolvendo varia•›es Ž fundamental.

0 5 10 15 20

1 2 3 4

Minutes

Call

Call duration

Time

0 5 10 15 20

1 2 3

Minutes

Call

Call duration

Time

Call 3 blocked
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2-1.2 Espa•os  Amostrais
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2-1.2 Espa•os  Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos 
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.
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2-1.2 Espa•os  Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos 
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.

Defini•‹o:   O conjunto de todos os poss’veis resultados de 
um experimento rand™mico Ž chamado espaço amostral 
do experimento  (S).

Wednesday, August 24, 11



59

2-1.2 Espa•os  Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos 
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.

Defini•‹o:   O conjunto de todos os poss’veis resultados de 
um experimento rand™mico Ž chamado espaço amostral 
do experimento  (S).

Um espa•o  amostral Ž definido com base nos objetivos da an‡lise. 
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Exemplo:  moldeExemplo: 
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Exemplo:  moldeExemplo: 

Problema: selecionar um conector pl‡stico moldado,
E medir sua espessura. 
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Exemplo:  moldeExemplo: 

Problema: selecionar um conector pl‡stico moldado,
E medir sua espessura. 

Os poss’veis valores da espessura dependem da resolu•‹o do 
instrumento de medida e tambŽm dos limites superior e inferior 
da espessura. 
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Exemplo:  moldeExemplo: 

Problema: selecionar um conector pl‡stico moldado,
E medir sua espessura. 

Os poss’veis valores da espessura dependem da resolu•‹o do 
instrumento de medida e tambŽm dos limites superior e inferior 
da espessura. 

Espa•o de amostragem:  reais positivos (valores 
negativos de espessura n‹o podem ocorrer).
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Se sabemos que todos os conectores t•m espessura entre  10 
e 11 mm o espa•o  amostral pode ser definido como
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Se sabemos que todos os conectores t•m espessura entre  10 
e 11 mm o espa•o  amostral pode ser definido como

Se o objetivo da an‡lise Ž saber somente se uma parte particular tem 
espessura baixa, mŽdia ou alta, o espa•o  amostral ser‡ 
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Se sabemos que todos os conectores t•m espessura entre  10 
e 11 mm o espa•o  amostral pode ser definido como

Se o objetivo da an‡lise Ž saber somente se uma parte particular tem 
espessura baixa, mŽdia ou alta, o espa•o  amostral ser‡ 

Se o objetivo Ž saber se a parte est‡ ou n‹o em conformidade 
com as especifica•›es de fabrica•‹o teremos simplesmente
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Espaço de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito 
cont‡vel de possibilidades.
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Espaço de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito 
cont‡vel de possibilidades.

Espaço de amostragem contínuo : possibilidades s‹o 
representadas por um intervalo, finito ou infinito, dos nœmeros 
reais.
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Espaço de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito 
cont‡vel de possibilidades.

Espaço de amostragem contínuo : possibilidades s‹o 
representadas por um intervalo, finito ou infinito, dos nœmeros 
reais.

Exemplo 2-2 Dois  conectores s‹o selecionados e sua espessura Ž 
medida. O espa•o de amostragem agora Ž 
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Se o objetivo da an‡lise Ž considerar somente se as duas partes 
est‹o ou n‹o de acordo com as especifica•›es de fabrica•‹o. Ent‹o 
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Se o objetivo da an‡lise Ž considerar somente se as duas partes 
est‹o ou n‹o de acordo com as especifica•›es de fabrica•‹o. Ent‹o 

Se estamos interessados no nœmero de conectores em 
conformidade na amostra, ent‹o
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Se o objetivo da an‡lise Ž considerar somente se as duas partes 
est‹o ou n‹o de acordo com as especifica•›es de fabrica•‹o. Ent‹o 

Se estamos interessados no nœmero de conectores em 
conformidade na amostra, ent‹o

Consideremos um experimento em que a espessura Ž medida atŽ 
que um conector n‹o satisfa•a as especifica•›es. Ent‹o
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Em experimentos rand™micos onde os itens s‹o selecionados de 
um lote, indicaremos se um item selecionado Ž ou n‹o substitu’do 
antes da pr—xima sele•‹o. 
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Em experimentos rand™micos onde os itens s‹o selecionados de 
um lote, indicaremos se um item selecionado Ž ou n‹o substitu’do 
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Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e nosso experimento 
consiste em selecionar dois itens, sem substituição, o espa•o de 
amostragem ser‡ representado por

Ordem Ž mantida
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Em experimentos rand™micos onde os itens s‹o selecionados de 
um lote, indicaremos se um item selecionado Ž ou n‹o substitu’do 
antes da pr—xima sele•‹o. 

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e nosso experimento 
consiste em selecionar dois itens, sem substituição, o espa•o de 
amostragem ser‡ representado por

Ordem Ž mantida

Se o ordenamento n‹o for necess‡rio, 
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Se os itens selecionados s‹o substitu’dos  antes do pr—ximo, o 
espa•o de amostragem Ž dado por 
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Se os itens selecionados s‹o substitu’dos  antes do pr—ximo, o 
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Se os itens selecionados s‹o substitu’dos  antes do pr—ximo, o 
espa•o de amostragem Ž dado por 

Se o ordenamento n‹o for necess‡rio, 
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Algumas vezes n‹o Ž necess‡rio especificar o exato item 
selecionado, mas somente uma propriedade do item .
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Algumas vezes n‹o Ž necess‡rio especificar o exato item 
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que h‡ 5 partes defeituosas e 95 partes 
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens 
s‹o selecionados, sem substitui•‹o. 
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Algumas vezes n‹o Ž necess‡rio especificar o exato item 
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que h‡ 5 partes defeituosas e 95 partes 
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens 
s‹o selecionados, sem substitui•‹o. 

Nota•‹o :  b : parte boa
                d : parte defeituosa

Wednesday, August 24, 11



66

Algumas vezes n‹o Ž necess‡rio especificar o exato item 
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que h‡ 5 partes defeituosas e 95 partes 
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens 
s‹o selecionados, sem substitui•‹o. 

Nota•‹o :  b : parte boa
                d : parte defeituosa

ƒ poss’vel que seja suficiente descrever o espa•o de amostragem 
(ordenado) em termos da qualidade de cada parte selecionada como 
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Algumas vezes n‹o Ž necess‡rio especificar o exato item 
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que h‡ 5 partes defeituosas e 95 partes 
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens 
s‹o selecionados, sem substitui•‹o. 

Nota•‹o :  b : parte boa
                d : parte defeituosa

ƒ poss’vel que seja suficiente descrever o espa•o de amostragem 
(ordenado) em termos da qualidade de cada parte selecionada como 

Nota: esta descri•‹o do espa•o de amostragem n‹o mostra que h‡ 
muito mais pares bb que dd, por exemplo. Isso ser‡ levado em conta 
quando computarmos as probabilidades mais tarde. 
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Se houver somente uma parte defeituosa no lote, o espa•o de 
amostragem seria
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Se houver somente uma parte defeituosa no lote, o espa•o de 
amostragem seria
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Diagramas de ‡rvores

Exemplo 2-3 Cada mensagem em um sistema de comunica•‹o 
digital Ž classificada de acordo com fato dela ser ou n‹o recebida 
dentro de um tempo especificado no design do sistema. 

Espa•o de amostragem:  

l  - late
t  - on time  
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çrvore do espa•o de amostragem 

on time late

on time late

on time late on time late on time late

on time late

on time late

Message 3

Message 2

Message 1
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Exemplo 2.4  Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com op•›es 
selecionadas. Cada ve’culo pode ter as seguintes op•›es: 

Wednesday, August 24, 11



70

Exemplo 2.4  Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com op•›es 
selecionadas. Cada ve’culo pode ter as seguintes op•›es: 

Com ou sem transmiss‹o autom‡tica

Com ou sem ar-condicionado

Uma de tr•s op•›es  de equipamento de som

Uma de quatro op•›es de cor exterior
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Exemplo 2.4  Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com op•›es 
selecionadas. Cada ve’culo pode ter as seguintes op•›es: 

Com ou sem transmiss‹o autom‡tica

Com ou sem ar-condicionado

Uma de tr•s op•›es  de equipamento de som

Uma de quatro op•›es de cor exterior

2 x 2 x 3 x 4 = 48 elementos no espa•o de amostragem
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Diagrama de ‡rvore do espa•o de amostragem 

Color

Stereo

Air conditioning

Transmission  

Automatic Manual

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Yes No Yes No

n = 48
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Exemplo 2.5 :  Consideremos uma extens‹o do exemplo anterior com a 
adi•‹o de mais 4 poss’veis op•›es para cores interiores: azul, vermelho, preto e 
marron, mas com as seguintes condi•›es: 

Exterior color Red White Blue Brown

RedBlackInterior color

12 × 2 = 24 12 × 4 = 48 12 × 3 = 36 12 × 1 = 12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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Exemplo 2.5 :  Consideremos uma extens‹o do exemplo anterior com a 
adi•‹o de mais 4 poss’veis op•›es para cores interiores: azul, vermelho, preto e 
marron, mas com as seguintes condi•›es: 

1. Com vermelho  exterior, somente vermelho ou preto interior
2. Com branco exterior, qualquer cor interior
3. Com azul exterior, somente azul, preto ou verrmelho interior
4. Com marron exterior, somente marron interior

Exterior color Red White Blue Brown

RedBlackInterior color

12 × 2 = 24 12 × 4 = 48 12 × 3 = 36 12 × 1 = 12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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Exemplo 2.5 :  Consideremos uma extens‹o do exemplo anterior com a 
adi•‹o de mais 4 poss’veis op•›es para cores interiores: azul, vermelho, preto e 
marron, mas com as seguintes condi•›es: 

1. Com vermelho  exterior, somente vermelho ou preto interior
2. Com branco exterior, qualquer cor interior
3. Com azul exterior, somente azul, preto ou verrmelho interior
4. Com marron exterior, somente marron interior

Notemos que cada cor tem 48/4 = 12 op•›es. Temos ent‹o 12 x 
2 + 12 x 4 + 12 x 3 + 12 x 1 = 120 op•›es.  

Exterior color Red White Blue Brown

RedBlackInterior color

12 × 2 = 24 12 × 4 = 48 12 × 3 = 36 12 × 1 = 12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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2-1.3 Eventos
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2-1.3 Eventos

Frequentemente estamos interessados em uma cole•‹o de 
resultados de um experimento rand™mico.
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2-1.3 Eventos

Frequentemente estamos interessados em uma cole•‹o de 
resultados de um experimento rand™mico.

Definição. Um evento Ž um subconjunto do espa•o de 
amostragem de um experimento rand™mico. 
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2-1.3 Eventos

Frequentemente estamos interessados em uma cole•‹o de 
resultados de um experimento rand™mico.

Definição. Um evento Ž um subconjunto do espa•o de 
amostragem de um experimento rand™mico. 

Podemos estar interessados na descri•‹o de novos eventos 
formados a partir de combina•›es de eventos existentes. 
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2-1.3 Eventos

Frequentemente estamos interessados em uma cole•‹o de 
resultados de um experimento rand™mico.

Definição. Um evento Ž um subconjunto do espa•o de 
amostragem de um experimento rand™mico. 

Podemos estar interessados na descri•‹o de novos eventos 
formados a partir de combina•›es de eventos existentes. 

Uni‹o, intersec•‹o e complemento de eventos para formar novos 
eventos.
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Exemplo 2.6 Consideremos o espa•o de amostragem do Exemplo 2.2

Suponhamos que o conjunto de todas as 
possibilidades nas quais uma parte est‡ 
conforme Ž denotada por     . Ent‹o 

O evento em que ambas partes n‹o 
est‹o conformes Ž 

O evento em que ao menos uma parte  n‹o 
est‡ conforme Ž 
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E1 = { x | 1 ! x < 10} e E2 = { x | 3 ! x < 118}

E1 [ E2 = {x | 1  x < 118} e E1 \ E2 = {x | 3  x < 10}

E !
1 = {x | x � 10} e E !

1 \ E2 = {x | 10  x < 118}

75

Exemplo 2.7  Medidas do tempo necess‡rio para completar uma 
rea•‹o qu’mica poderiam ser modeladas com o espa•o  amostral 

Sejam os eventos 

Ent‹o

AlŽm disso, 
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A ! BA ! B A!

N (A ! B ) = 40

N (A ! B ) = 45

N (A!) = 9

76

Exemplo 2.8 Amostras de pl‡stico  policarbonato s‹o analisadas 
quanto ˆ resist•ncia ao choque e arranh›es. Os resultados de 50 
amostras s‹o mostrados abaixo:

Evento A: a amostra possui alta resist•ncia a choques

Evento B: a amostra possui alta resist•ncia a arranh›es

Determine o nœmero de amostras em 
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Diagramas de Venn

A B A B

(a)

Sample space S with events A and B

  (b)

A B

 (c)

A B

(e)

A B

(d)

A !  B

S

(A !  C)'

SS

(A "  B) !  C

SS

C C

MONTGOMERY: Applied Statistics, 3e
Fig. 2-8       W-26
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E1 \ E2 = ;

(E0)0 = E

(A ! B) " C = ( A " C) ! (B " C)

(A ! B) " C = ( A " C) ! (B " C)

78

Eventos mutuamente exclusivos: 

Propriedades

Exerc’cio: Prove estas rela•›es utilizando diagramas de Venn.
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2-2 Interpreta•›es de Probabilidade

Consideraremos espa•os de amostragem discretos
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2-2 Interpreta•›es de Probabilidade

Consideraremos espa•os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantifica•‹o da chance de um determinado resultado de um 
experimento rand™mico ocorrer.
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Probabilidade

Quantifica•‹o da chance de um determinado resultado de um 
experimento rand™mico ocorrer.
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randomicamente de um lote de 100 elementos.
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2-2 Interpreta•›es de Probabilidade

Consideraremos espa•os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantifica•‹o da chance de um determinado resultado de um 
experimento rand™mico ocorrer.

Interpreta•‹o objetiva da probabilidade: Freqüência relativa

Exemplo:  Suponhamos que  vamos selecionar um diodo 
randomicamente de um lote de 100 elementos.

Espa•o de amostragem: conjunto de 100 diodos.  

Chance  de qualquer diodo do lote ser retirado Ž a mesma.
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Como a soma das probabilidades Ž igual a 1, o modelo de probabilidade 
para este experimento atribui uma probabilidade 0.01 a cada um dos 100  
poss’veis resultados.

Interpreta•‹o da probabilidade: experimento Ž replicado muitas vezes. 

Sempre que  o espa•o de amostragem consiste de N poss’veis 
resultados que s‹o igualmente prov‡veis, a probabilidade de cada 
resultado Ž 1/N. 

FreqŸentemente Ž necess‡rio atribuir probabilidades a eventos que s‹o 
compostos por v‡rios elementos do espa•o de amostragem.
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Exemplo 2.9  Suponhamos que 30% dos diodos em um lote de 100  
pe•as satisfazem as exig•ncias m’nima de pot•ncia de um cliente 
espec’fico.  Se um diodo Ž selecionado aleatoriamente, intuitivamente 
acreditamos que a probabilidade de que as exig•ncias do cliente sejam 
satisfeitas Ž 0.3. 

E

Diodes

S

P(E) = 30(0.01) = 0.30
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Exemplo 2.9  Suponhamos que 30% dos diodos em um lote de 100  
pe•as satisfazem as exig•ncias m’nima de pot•ncia de um cliente 
espec’fico.  Se um diodo Ž selecionado aleatoriamente, intuitivamente 
acreditamos que a probabilidade de que as exig•ncias do cliente sejam 
satisfeitas Ž 0.3. 

Seja E o subconjunto (evento) consistindo  de 30 diodos que 
satisfazem as exig•ncias dos clientes . Como E contŽm 30 elementos 
e cada elemento tem probabilidade 0.01, conclu’mos que a 
probabilidade de E Ž 0.3. 

E

Diodes

S

P(E) = 30(0.01) = 0.30
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P (A) = 0.1 + 0.3 = 0.4
P (B) = 0.3 + 0.5 + 0.1 = 0.9

P (C) = 0.1
P (A0) = 0.6
P (B0) = 0.1
P (A [B) = 1

P (A \B) = 0.3
82

Definição.  Para um espa•o de amostragem discreto, a probabilidade de 
um evento E, denotada por P(E), Ž igual ˆ soma das probabilidades dos 
elemento em E. 
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Definição.  Para um espa•o de amostragem discreto, a probabilidade de 
um evento E, denotada por P(E), Ž igual ˆ soma das probabilidades dos 
elemento em E. 

Exemplo 2.10 Um experimento aleat—rio pode resultar em um dos 
resultados {a,b,c,d} com probabilidades 0.1, 0.3, 0.5 e 0.1, 
respectivamente. Sejam os eventos A={a,b}, B={b,c,d}, e C={d}.
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Definição.  Para um espa•o de amostragem discreto, a probabilidade de 
um evento E, denotada por P(E), Ž igual ˆ soma das probabilidades dos 
elemento em E. 

Exemplo 2.10 Um experimento aleat—rio pode resultar em um dos 
resultados {a,b,c,d} com probabilidades 0.1, 0.3, 0.5 e 0.1, 
respectivamente. Sejam os eventos A={a,b}, B={b,c,d}, e C={d}.

Ent‹o
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Exemplo 2.11 Uma inspe•‹o visual de um peda•o de material de  wafers 
de um processo de   manufatura de semicondutores resultou na seguinte 
tabela: 

30 CHAPTER 2 PROBABILITY

EXAMPLE 2-11 A visual inspection of a location on wafers from a semiconductor manufacturing process re-
sulted in the following table:

If one wafer is selected randomly from this process and the location is inspected, what is the
probability that it contains no particles? If information were available for each wafer, we could
deÞne the sample space as the set of all wafers inspected and proceed as in the example with
diodes. However, this level of detail is not needed in this case. We can consider the sample space
to consist of the six categories that summarize the number of contamination particles on a wafer.
Then, the event that there is no particle in the inspected location on the wafer, denoted as E, can
be considered to be comprised of the single outcome, namely, E ! {0}. Therefore,

What is the probability that a wafer contains three or more particles in the inspected
location? Let E denote the event that a wafer contains three or more particles in the inspected
location. Then, E consists of the three outcomes {3, 4, 5 or more}. Therefore,

EXAMPLE 2-12 Suppose that a batch contains six parts with part numbers {a, b, c, d, e, f }. Suppose that two
parts are selected without replacement. Let E denote the event that the part number of the Þrst
part selected is a. Then E can be written as E ! { ab, ac, ad, ae, af}. The sample space can be
enumerated. It has 30 outcomes. If each outcome is equally likely, .

Also, if E2 denotes the event that the second part selected is a, E2 ! { ba, ca, da, ea, fa}
and with equally likely outcomes, .

2-2.2 Axioms of Probability

Now that the probability of an event has been deÞned, we can collect the assumptions that we
have made concerning probabilities into a set of axiomsthat the probabilities in any random
experiment must satisfy. The axioms ensure that the probabilities assigned in an experiment
can be interpreted as relative frequencies and that the assignments are consistent with our
intuitive understanding of relationships between relative frequencies. For example, if event A
is contained in event B, we should have . The axioms do not determine
probabilities; the probabilities are assigned based on our knowledge of the system under
study. However, the axioms enable us to easily calculate the probabilities of some events from
knowledge of the probabilities of other events.

P1A2" P1B2

P1E22! 5#30 ! 1#6

P1E2! 5#30 ! 1#6

P1E2! 0.10$ 0.05$ 0.10! 0.25

P1E2! 0.4

Number of
Contamination 

Particles Proportion of Wafers

0 0.40
1 0.20
2 0.15
3 0.10
4 0.05
5 or more 0.10
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Exemplo 2.11 Uma inspe•‹o visual de um peda•o de material de  wafers 
de um processo de   manufatura de semicondutores resultou na seguinte 
tabela: 

Se um wafer Ž selecionado aleatoriamente deste processo e 
examinado, qual Ž a probabilidade de que ele n‹o contenha 
part’culas de contamina•‹o ?  

Se a informa•‹o fosse dispon’vel para cada wafer, poder’amos definir o 
espa•o de amostragem  como o conjunto de todos os wafers 
inspecionados e proceder como no exemplo dos diodos. No entanto, tal 
n’vel de detalhe n‹o Ž necess‡rio aqui. 

30 CHAPTER 2 PROBABILITY

EXAMPLE 2-11 A visual inspection of a location on wafers from a semiconductor manufacturing process re-
sulted in the following table:

If one wafer is selected randomly from this process and the location is inspected, what is the
probability that it contains no particles? If information were available for each wafer, we could
deÞne the sample space as the set of all wafers inspected and proceed as in the example with
diodes. However, this level of detail is not needed in this case. We can consider the sample space
to consist of the six categories that summarize the number of contamination particles on a wafer.
Then, the event that there is no particle in the inspected location on the wafer, denoted as E, can
be considered to be comprised of the single outcome, namely, E ! {0}. Therefore,

What is the probability that a wafer contains three or more particles in the inspected
location? Let E denote the event that a wafer contains three or more particles in the inspected
location. Then, E consists of the three outcomes {3, 4, 5 or more}. Therefore,

EXAMPLE 2-12 Suppose that a batch contains six parts with part numbers {a, b, c, d, e, f }. Suppose that two
parts are selected without replacement. Let E denote the event that the part number of the Þrst
part selected is a. Then E can be written as E ! { ab, ac, ad, ae, af}. The sample space can be
enumerated. It has 30 outcomes. If each outcome is equally likely, .

Also, if E2 denotes the event that the second part selected is a, E2 ! { ba, ca, da, ea, fa}
and with equally likely outcomes, .
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have made concerning probabilities into a set of axiomsthat the probabilities in any random
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intuitive understanding of relationships between relative frequencies. For example, if event A
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Podemos  considerar o espa•o de amostragem como consistindo de seis 
categorias que sumarizam o nœmero de part’culas contaminantes em um 
wafer. 

P
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Podemos  considerar o espa•o de amostragem como consistindo de seis 
categorias que sumarizam o nœmero de part’culas contaminantes em um 
wafer. 

Seja E = {0}. Ent‹o P(E) = 0.4.

Qual Ž a probabilidade de que numa inspe•‹o de um wafer sejam 
encontradas 3 ou mais part’culas contaminantes ? 

Seja E ={3,4,5 ou mais part’culas}. Ent‹o 

P
P(E) = 0.1 + 0.05 + 0.1 = 0.25
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P(E ) =
5
30

=
1
6

E2

P (E2) =
5
30

=
1
6
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contŽm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}  
e que duas partes s‹o selecionadas sem substitui•‹o.

6!
(6 ! 2)!

= (6)(5) = 30
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contŽm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}  
e que duas partes s‹o selecionadas sem substitui•‹o.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Ž a.  Ent‹o 

E = {ab,ac,ad,ae,af} 
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contŽm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}  
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Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Ž a.  Ent‹o 

E = {ab,ac,ad,ae,af} 

Notemos que o espa•o  amostral pode ser enumerado e possui 

elementos, cada um representando um resultado de igual probabilidade. 
Portanto,  
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contŽm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}  
e que duas partes s‹o selecionadas sem substitui•‹o.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Ž a.  Ent‹o 

E = {ab,ac,ad,ae,af} 

Notemos que o espa•o  amostral pode ser enumerado e possui 

elementos, cada um representando um resultado de igual probabilidade. 
Portanto,  

Se      Ž o evento em que o segundo elemento selecionado Ž a , ou seja,

E = {ba,ca, da,ea,fa}

Temos novamente

6!
(6 ! 2)!

= (6)(5) = 30
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(1) P (S) = 1

(2) 0  P (E)  1

P (E1 ! E2) = P (E1) + P (E2)

86

2-2.2 Axiomas de Probabilidade

Probabilidade Ž um nœmero, atribu’do a cada membro de uma cole•‹o de 
eventos de um experimento aleat—rio, satisfazendo as seguintes 
propriedades:

Se S Ž o espa•o de amostragem e E Ž qualquer evento em um 
experimento aleat—rio,

(3) Para dois eventos E1 e E2 com E1 \ E2 = ;
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2-3 Regras de adi•‹o  

Exemplo 2.13  Considere 940 wafers em um processo de manufatura 
de semicondutores

Experimento: um wafer Ž selecionado aleatoriamente

H Ð evento de que um wafer tenha alto ’ndice de contamina•‹o

2-3 ADDITION RULES 33

2-3 ADDITION RULES

Joint events are generated by applying basic set operations to individual events. Unions of events,
such as ; intersections of events, such as ; and complements of events, such as ,
are commonly of interest. The probability of a joint event can often be determined from the prob-
abilities of the individual events that comprise it. Basic set operations are also sometimes helpful
in determining the probability of a joint event. In this section the focus is on unions of events.

EXAMPLE 2-13 Table 2-1 lists the history of 940 wafers in a semiconductor manufacturing process. Suppose
one wafer is selected at random. Let H denote the event that the wafer contains high levels of
contamination. Then, .

Let C denote the event that the wafer is in the center of a sputtering tool. Then,
Also, is the probability that the wafer is from the center of the sput-

tering tool and contains high levels of contamination. Therefore,

The event is the event that a wafer is from the center of the sputtering tool or
contains high levels of contamination (or both). From the table, . An
alternative calculation of can be obtained as follows. The 112 wafers that comprise
the event are included once in the calculation of P(H) and again in the calculation of
P(C). Therefore, can be found to be

The preceding example illustrates that the probability of A or B is interpreted as 
and that the following general addition rule applies.

P1A « B2

 ! 358"940# 626"940$ 112"940 ! 872"940
P1H « C2! P1H2# P1C2$ P1H ¬ C2

P1H « C2
H ¬ C

P1H « C2
P1H « C2! 872"940

H « C

P1H ¬ C2! 112"940

P1H ¬ C2P1C2! 626"940.

P1H2! 358"940

AÀA ¬ BA « B

Table 2-1 Wafers in Semiconductor Manufacturing ClassiÞed 
by Contamination and Location

Location in Sputtering Tool

Contamination Center Edge Total

Low 514 68 582
High 112 246 358

Total 626 314

(2-1)P1A « B2! P1A2# P1B2$ P1A ! B2

EXAMPLE 2-14 The wafers such as those described in Example 2-13 were further classiÞed as either in the
ÒcenterÕÕor at the ÒedgeÕÕof the sputtering tool that was used in manufacturing, and by the
degree of contamination. Table 2-2 shows the proportion of wafers in each category. What is
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C Ð evento correspondente ˆ localiza•‹o do wafer no centro da 
ferramenta de sputtering.  Ent‹o 

Sputtering Ð processo pelo qual 
‡tomos s‹o ejetados de um alvo 
material s—lido pelo 
bombardeamento por ’ons 
energŽticos. Usado comumente 
para deposi•‹o de filmes finos. 

AlŽm disso, 

Wednesday, August 24, 11



89

Lei de adi•‹o  

Se A e B s‹o mutuamente exclusivos, 
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Exemplo 2.14 Os wafers dos Exemplo 2.13 s‹o agora classificados  pelo 
grau de contamina•‹o. 

If A and B are mutually exclusive events, 

(2-2)P1A «  B2! P1A2" P1B2

34 CHAPTER 2 PROBABILITY

the probability that a wafer was either at the edge or that it contains four or more particles? Let
E1 denote the event that a wafer contains four or more particles, and let E2 denote the event
that a wafer is at the edge.

The requested probability is . Now, and . Also,
from the table, . Therefore, using Equation 2-1, we Þnd that

What is the probability that a wafer contains less than two particles or that it is both at the
edge and contains more than four particles? Let E1 denote the event that a wafer contains less
than two particles, and let E2 denote the event that a wafer is both from the edge and contains
more than four particles. The requested probability is . Now, and

. Also, E1 and E2 are mutually exclusive. Consequently, there are no wafers in
the intersection and . Therefore,

Recall that two events A and B are said to be mutually exclusive if . Then,
, and the general result for the probability of simpliÞes to the third ax-

iom of probability.
A « BP1A ¬ B2! 0

A ¬ B ! #

P1E1 « E22! 0.60" 0.03! 0.63

P1E1 ¬ E22! 0
P1E22! 0.03

P1E12! 0.60P1E1 « E22

P1E1 « E22! 0.15" 0.28$ 0.04! 0.39

P1E1 ¬ E22! 0.04
P1E22! 0.28P1E12! 0.15P1E1 « E22

Table 2-2 Wafers ClassiÞed by Contamination and Location

Number of
Contamination

Particles Center Edge Totals

0 0.30 0.10 0.40
1 0.15 0.05 0.20
2 0.10 0.05 0.15
3 0.06 0.04 0.10
4 0.04 0.01 0.05
5 or more 0.07 0.03 0.10

Totals 0.72 0.28 1.00

Three or More Events
More complicated probabilities, such as , can be determined by repeated use
of Equation 2-1 and by using some basic set operations. For example,

P1A « B « C2! P3 1A « B2« C4! P1A « B2" P1C2$ P3 1A « B2¬ C4

P1A «  B «  C2

c02. qxd   5/10/02   1:07  PM  Page 34 RK UL 6 RK UL 6:Desktop  Folder:TEMP  WORK:MONTGOMERY:REVISES UPLO D CH 1 14 FIN L:Quark  Files:

Wednesday, August 24, 11



91

Wafer contŽm 4 ou mais part’culas  

Eventos

Wafer est‡ na borda   
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Eventos 

Wafer contŽm menos de 3 part’culas

Wafer est‡ na borda e contŽm mais de 4 part’culas
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Upon expanding by Equation 2-1 and using the distributed rule for set opera-
tions to simplify , we obtain

We have developed a formula for the probability of the union of three events. Formulas can be
developed for the probability of the union of any number of events, although the formulas
become very complex. As a summary, for the case of three events

! P1B ¨ C2 " P1A ¨ B ¨ C2 # P1A2 " P1B2 " P1C2 ! P1A ¨ B2 ! P1A ¨ C2! 3P1A ¨ C2 " P1B ¨ C2 ! P1A ¨ B ¨ C2 4 # P1A2 " P1B2 ! P1A ¨ B2 " P1C2P1A ´ B ´ C2 # P1A2 " P1B2 ! P1A ¨ B2 " P1C2 ! P3 1A ¨ C2 ´ 1B ¨ C2 4
P3 1A ´ B2 ¨ C4P1A ´ B2

Results for three or more events simplify considerably if the events are mutually exclu-
sive. In general, a collection of events, is said to be mutually exclusive if there
is no overlap among any of them.

The Venn diagram for several mutually exclusive events is shown in Fig. 2-11. By gener-
alizing the reasoning for the union of two events, the following result can be obtained:

E1, E2, p , Ek,

(2-3)! P1A ¨ C2 ! P1B ¨ C2 " P1A ¨ B ¨ C2P1A ´ B ´ C2 # P1A2 " P1B2 " P1C2 ! P1A ¨ B2

E1

E2

E3

E4

Figure 2-11 Venn
diagram of four mutu-
ally exclusive events.

A collection of events, is said to be mutually exclusive if for all pairs,

For a collection of mutually exclusive events,

(2-4)P1E1 ´ E2 ´ p ´ Ek2 # P1E12 " P1E22 " p P1Ek2

Ei ¨ Ej # $

E1, E2, p , Ek,

EXAMPLE 2-15 A simple example of mutually exclusive events will be used quite frequently. Let X denote the
pH of a sample. Consider the event that X is greater than 6.5 but less than or equal to 7.8. This
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