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1. O papel da Estat’stica na Engenharia

1.0 mZtodo da engenharia (cient’fico) e o
pensamento estat’stico

2.Coleta de dados

3.Modelos mecan’sticos e emp’ricos

4.Modelos de probabilidade
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1-1 MZtodo cient'fico e Pensamento Estat’stico

Passos:

1. Desenvolva uma descrie<o clara e concisa do problema.

2. ldentifique, ao menos tentativamente, os fatores importantes que afetam este
problema ou que podem desempenhar um papel na sua solue<o.

3. Proponha um modelo para o problema , usando o conhecimento
cient’fico/de engenharia do fen™meno estudado. Estabeleea as limitaes>es
ou suposi*>es do modelo.

4. Realize experimentos apropriados e colete dados para testar ou validar o
modelo tentativo ou conclus>es feitas nos passos 2 e 3.
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Passos (cont.) :

5. Refine o modelo com base nos dados observacionais.

6. Manipule o modelo como modo de desenvolver uma solue<«o para o
problema.

7. Conduza um experimento apropriadoparato confirmar que a solus<o
proposta do problemas Z efetiva e eficiente.

8. Chegue a conclus»es ou faea recomendas>es baseadas na soluso
do problema.
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Faea experimentos
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Estat’stica - lista com a coleta, apresentas<o, antlise e
uso de dados para tomar decis»es, resolver problemas,
elaborar produtos e processos.
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Estat’stica - lista com a coleta, apresentas<o, antlise e
uso de dados para tomar decis»es, resolver problemas,
elaborar produtos e processos.

MZtodos estat’sticos D ajudam a descrever e entender | variabilidade

oo -

successivas observae>es de um sistema ou
fen™meno n<o produzem exatamente 0 mesmo
resultado.
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Exemplol: Variabilidade no consumo de combust’'vel de um ve’culo

Potenciais fontes de variabilidade do sistema:

I Tipo de condis>es de estrada (cidade ou rodovia)

I Mudaneas nas condie>es do ve’culo ao longo do tempo
(press<o dos pneus, compress<o, desgaste de vilvulas)

| Marca ou categoria de gasolina utilizada
I Condie>es meteorol—gicas

I Modo de dirigir

I Outros fatores

Estatistica: fornece uma teoria para analisar estas fontes de variabilidade
(quais as mais importantes ?) de forma guantitativa.
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Diagrama de pontos: evidenciam a localizacao e a variabilidade
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Engenheiro cre que tal valor da forea pode ser muito baixo para atender
as especificas>es desta aplicas<o.
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Diagrama de pontos: evidenciam a localizacao e a variabilidade

12 13 14 15
MZdia:

> with(stats):
> X:=[12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1]:
> describe[mean](X);

13.00000000

Engenheiro cre que tal valor da forea pode ser muito baixo para atender
as especificas>es desta aplicas<o.

Design alternativo
com espessura maior:
1/8 in
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Forea ( 1/8 in)

12.9, 13.7, 12.8, 13.9, 14.2, 13.2, 13.5, 13.1.

MZdia : 13.4
® 00 00 O 0 O o .:_3_ inch
@ @ & o0 3
122 13 14 15 o = —é— inch

Tals resultados parecem indicar que um aumento na espessura
Da parede resultou num aumento da forea de resistencia.

10
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Algumas questres:

¥Como sabemos que outra amostra de prot—tipos n<o dari diferentes
resultados ?

¥Uma amostra de oito prot—tipos Z adequada para dar resultados
confifveis ?

¥Se usarmos os resultados dos obtidos atZ agora para concluir que o

aumento da espessura da parede aumenta a resistencia, quais s<0 0S
rscos associados com esta decis<o ?

¥ f poss’vel que o aparente aumento da forea de resistencia observado
nos prot—tipos de maior espessura seja devido somente ~ variabilidade
Inerente do sistema e que o0 aumento da espessura do elemento

(e de seu custo) n<«o tenha realmente qualquer efeito na forea
de resistencia ?
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Inferencia estat’stica

Estabilidade das fontes de
variabilidade

Generalizas<o de observaes>es de amostras para a
Totalidade da populas<o

Incertezas e riscos devem ser quantificados

12
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Estudo enumerativo: uma amostra Z utilizada para fazer uma
Inferencia sobre a populas<o da qual a amostra Z retirada

Estudo analitico: uma amostra Z utilizada para fazer uma inferencia
sobre uma populas<o ainda n<o existente (futura).

Estabilidade

Anilise estat'stica

13
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Time

Population
! Future
e R population
- ' ' : ' ?
~ Sample | ~ Sample |
| - 3‘ ‘ ] s ) ' |
Xy 0, WX X7 Xny iy XL
Enumerative Analytic
study study

Wednesday, August 24, 11



1-2 Coleta de dados

1. Estudo retrospectivo usando dados hist—ricos
2. Estudo observacional
3. Experimento projetado

4. Observaes<«o de processos ao longo do tempo

15
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1-2.1 Estudo retrospectivo
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1-2.1 Estudo retrospectivo

Sistema: Coluna de destila*<o acetona-alcool but’lico

Fatores que podem afetar o destilado
1. Temperatura de re-ebulie<o

2. Temperatura do condensado

3. Taxa de refluxo

Varifvel de estudo: Concentrae<o de acetona

16
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Dados arquivados:

17

Wednesday, August 24, 11



Dados arquivados:
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Possivel objetivo de estudo: descobrir as relasses entre as
duas temperaturas e a taxa de refluxo na concentras<o de acetona

do produto final.
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Dados arquivados:

1. Concentras<o de acetona em uma amostragem a cada hora
do produto de sa’'da

1. Grifico da temperatura de reebulie<o com o tempo

2. Log da temperatura do condensador

3. Taxa de refluxo nominal a cada hora (normalmente mantido constante)!

Possivel objetivo de estudo: descobrir as relasses entre as
duas temperaturas e a taxa de refluxo na concentras<o de acetona

do produto final.

O estudo pode envolver todos os dados arquivados em um
perodo de tempo, ou somente uma amostra

17
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Possiveis problemas deste tipo de estudo:
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Possiveis problemas deste tipo de estudo:

1. Podemos n<o ser capazes de ver a relas<o entre a taxa de refluxo e a
concentras<o de acetona, pois a taxa de refluxo n<o mudou muito ao longo
do tempo considerado.
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concentras<o de acetona (feitas a cada hora). N<o Z —bvio como construir
uma correspondencia aproximada.

1. A produeco mantZm as duas temperaturas t<o pr—ximas quanto poss’vel a

valores determinados. Como as temperaturas mudam t<o pouco, pode ser
dif'cil obter seu impacto real na concentras«o de acetona.
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do tempo considerado.

2. Os dados arquivados das duas temperaturas (que s<0 arquivados quase
constinuamente) n<o correspondem perfeitamente “s medidas de
concentras<o de acetona (feitas a cada hora). N<o Z —bvio como construir
uma correspondencia aproximada.

1. A produeco mantZm as duas temperaturas t<o pr—ximas quanto poss’vel a
valores determinados. Como as temperaturas mudam t<o pouco, pode ser
dif'cil obter seu impacto real na concentras«o de acetona.

2. Dentro dos limitados intervalos de poss’vel varias<o, a temperatura do
condensado tende a subir com a temperatura de reebulie<o.
ConsegYentemente, os efeitos dessas duas varifveis de processo na
concentras<o de acetona podem ser dif’ceis de serem separados.
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Em geral,
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Em geral,

¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com
Informas>es realmente ceteis.
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Em geral,

¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com
Informae>es realmente ceteis.

¥ Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.
¥ Podem haver erros de transcrie<o resultando em valores n<o usuais.

¥ Dados sobre outros fatores importantes podem n<o ter sido coletados e
arquivados.

Na coluna de destilas<o, por exemplo, as
concentras>es espec’ficas de tlcool but’lico e
acetona no fluxo de entrada s<o um fator muito
Importante, mas elas n<«o s<o arquivadas
porgue as concentrae>es s<o muito dif'ceis de
serem obtidas rotineiramente.
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Em geral,

¥ Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com
Informae>es realmente ceteis.

¥ Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.
¥ Podem haver erros de transcrie<o resultando em valores n<o usuais.

¥ Dados sobre outros fatores importantes podem n<o ter sido coletados e
arquivados.

Aniflises estat’'sticas de dados
hist—ricos algumas vezes
identificam fen™menos
Interessantes, mas
explicas>es s—Ilidas e
confifveis destes fen™menos
s<«0 frequentemente dif'cels
de serem obtidas.
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1-2.2 Estudo observacional
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1-2.2 Estudo observacional

¥O engenheiro observa o processo ou populas<o , perturbando o sistema
minimamente, anotando as quantidades de interesse.
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1-2.2 Estudo observacional

¥O engenheiro observa o processo ou populas<o , perturbando o sistema
minimamente, anotando as quantidades de interesse.

¥ Como tais estudos s<0 usualmente conduzidos em um curto per'’odo de

tempo, algumas vezes varifveis que n<o s« medidas rotineiramente podem
ser inclu’das.

¥ No exemplo da coluna de destilas<0, 0 engenheiro elaboraria um formulirio
para registrar as duas temperaturas e a taxa de refluxo quando as medidas de
concentras«o de acetona s<o feitas.

¥ f poss’vel ainda medir as concentras>es na entrada, de modo que o impacto
destr fator pode ser medido.

¥ Em geral, um estudo observacional tende a resolver os problemas 1 e 2, mas
podem n<o resolver 3 e 4.
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1-2.3 Experimento projetado

O engenheiro faz mudaneas nas varifveis controltveis do sistema ou processo,
observa os dados de sa’da resultantes do sistema e ent«o faz uma inferencia ou
decis<o sobre que varitveis s<0 responsiveis pelas observadas mundaneas na
performance de sa’'da.
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decis<o sobre que varitveis s<0 responsiveis pelas observadas mundaneas na
performance de sa’da.

Em geral, quando produtos e processos s<0 planejados e desenvolvidos com
experimentos projetados, eles tendo uma melhor performance, maior
confiabilidade e menores custos totais.

21

Wednesday, August 24, 11



1-2.3 Experimento projetado

O engenheiro faz mudaneas nas varifveis controltveis do sistema ou processo,
observa os dados de sa’da resultantes do sistema e ent«o faz uma inferencia ou
decis<o sobre que varitveis s<0 responsiveis pelas observadas mundaneas na
performance de sa’da.

Em geral, quando produtos e processos s<0 planejados e desenvolvidos com
experimentos projetados, eles tendo uma melhor performance, maior
confiabilidade e menores custos totais.

HipdOtese: uma assereo sobre algum aspecto do sistema no qual
estamos interessados.
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Exemplo da manufatura do conector de nylon:
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Exemplo da manufatura do conector de nylon:

Teste de hipotese:

Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a forea mZdia de
resistencia de um design de 3/32 in poderia exceder a mixima carga
esperada para este tipo de aplicas<o, por exemplo, 12.75 Ib.
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Exemplo da manufatura do conector de nylon:

Teste de hipotese:

Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a forea mZdia de
resistencia de um design de 3/32 in poderia exceder a mixima carga
esperada para este tipo de aplicas<o, por exemplo, 12.75 Ib.

Estudo anal’tico

Teste de hip—tese de uma amostra

Teste de hip—tese de duas amostras

A4

Comparas<o dos conectores de espessura 3/32 e 1/8 in para
determinar se 0 aumento da espessura da parede do conector
Implica num aumento da forea de resistencia.
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1-2.4 Observae«<«o de processos ao longo do tempo
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Frequentemente dados s<o coletados ao longo do tempo
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1-2.4 Observae«<«o de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados s<o coletados ao longo do tempo

Grifico de pontos temporal (leituras horfrias)!
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Concentras<o de acetona
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1-2.4 Observae«<«o de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados s<o coletados ao longo do tempo

Grifico de pontos temporal (leituras horfrias)!

@
@
&
@ ®* o =
&= iz = i D el
® 5 & & & 5 5 5 5 5 & o & 0 0 @ ®
X
80.5 84.0 BFi5 91.0 94.5 98.0

Concentras<o de acetona

O grifico mostra grande varias<o de concentras<o, mas n<o
explica a raz<«o
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Grifico de sZrie temporal
fornece mais informae<o
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Grifico de sZrie temporal
fornece mais informae<o

Desvio do n’vel mZdio do
Processo

/

100
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@)
o

80

10 20 30
Observation number (hour)
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Grificos no Minitab

MTB > name cl 'Stratl’
MTB > random 100 'Stratl’;
SUBC> normal 0 1.

MTB > dotplot cl

MTB > tsplot c1l
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Dotplot of datal
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datal

Time Series Plot of datal
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EstratZgias para conduzir 0 processo:
1. O funil permanece im—vel e a dist%oncia atZ o alvo Z registrada.

2. A primeira bola Z laneada e sua localiza«<o relativamente ao alvo
registrada. O funil Z ent<o movido numa diree<o igual e oposta, numa
tentativa de compensar o erro. Tal tipo de ajuste Z feito depois que
cada bola Z laneada.
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== Without adjustment

With adjustment
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Resultado em sZries temporais (simulas<0)!
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2 vezes maior com a estratZgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n<o fornece qualquer informae<o sobre o
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n<o diminuem futuros erros. Ao contririo, tendem a
fazer com gue o funil se mova para mais longe do alvo.

Ajustes em processos sujeitos a varias>es rand™micas em geral
aumentam a variae<o do processo
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Variabilidade da dist%oncia ao alvo: 2 vezes maior com a estratZgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n<o fornece qualquer informae<o sobre o
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n<o diminuem futuros erros. Ao contririo, tendem a
fazer com gue o funil se mova para mais longe do alvo.

Ajustes em processos sujeitos a varias>es rand™micas em geral
aumentam a variae<o do processo
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Variabilidade da dist%oncia ao alvo: 2 vezes maior com a estratZgia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola n<o fornece qualquer informae<o sobre o
comportamento da pr—xima bola.

Ajustes do funil n<o diminuem futuros erros. Ao contririo, tendem a
fazer com gue o funil se mova para mais longe do alvo.

Ajustes em processos sujeitos a varias>es rand™micas em geral
aumentam a variae<o do processo

Overcontrol ou tampering
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Desvio (shift) de duas unidades introduzido a partir da observas<o 50
e respectivo ajuste (2 un.) quando um desvio da mZdia Z detectado.
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Quando aplicar ajustes e em

Perturbae<o n<o-aleat—ria afetou
O pProcesso

guais quantidades ? Use uma
carta de controle

100

Acetone concentration
O
O

30

Upper control Iiwit = 100.5

Lower control limit = 82.54

Variabilidade natural (3 sd)

\

V

10 15 20 25 30
Observation number (hour)
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Controle de Processo Estatistico : ramo da estat’stica que faz
uso de cartas de controle

Indica o ponto onde as<o corretiva Z necessiria no processo
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> s := [stats[random, normald[0]](100)];

> p% 1= hsleqé][i, s[i]](,[_i =[_1] --[_12]%)]_; > 100) Simulaes<o do Experimento
> = , U, seqii|l, S|I|-S|I-L|]|, 1 = £ .. ; "
>\5)vith(plots); d de Deming no Maple

> plot([pl, p2], axes = boxed, color = [red, blue]);
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos

Suponha que queremos medir a corrente atravZs de um fio
de cobre, cujas extremidades est<«0 sujeitas a uma
diferenea de potencial V.
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1-3 Modelos Emp’ricos e Mecan’sticos

Suponha que queremos medir a corrente atravZs de um fio
de cobre, cujas extremidades est<«0 sujeitas a uma
diferenea de potencial V.

Modelo mecan’stico usual: Lei de Ohm

Fontes n«o modeladas de variabilidade que afetam o sistema

36

Wednesday, August 24, 11



37

Wednesday, August 24, 11



Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais n<o hf
um modelo mecan’stico simples ou bem entendido que explique o
fen™meno
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Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais n<o hf
um modelo mecan’stico simples ou bem entendido que explique o
fen™meno

Exemplo: Determinar o peso molecular mZdio M de um pol'mero

viscosidade temperatura

| /
M,=7,C,T)

N

catalisador

Fune<o desconhecida
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Expans<o em sZrie de Taylor atZ primeira ordem:

Mn:BO

Modelo emp’rico

B,V

B,C

BT +e

Fonte de Variabilidade

Tal modelo usa o conhecimento cient’fico sobre o fen™meno,
mas n<«o Z constru’do diretamente a partir de teorias puras de
primeiros princ’pios da teoria molecular.
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Exemplo: Manufatura de Semicondutores

O semicondutor acabado Z ligado por fios a um suporte.

Semiconductor die
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Varifveis:

¥Resistencia " tras<o z (medida da intensidade da forea
necessiria para romper a conex<o)

¥Comprimento do fio ¥

¥Altura do chip (die) y
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Varifveis:

¥Resistencia " tras<o z (medida da intensidade da forea
necessiria para romper a conex<o)

¥Comprimento do fio ¥

¥Altura do chip (die) y

Problema: encontrar um modelo relacionando as tres
varifvels.
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Varifveis:

¥Resistencia " tras<o z (medida da intensidade da forea
necessiria para romper a conex<o)

¥Comprimento do fio ¥

¥Altura do chip (die) y

Problema: encontrar um modelo relacionando as tres
varifvels.

Um modelo mecan’stico n<o Z aplictvel aqui

40
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Table 1.2 Wire Bond Pull Strengeh Dara

Observation Pull Strength Wire Length Die Height

Number y Xy x;
I 9.95 2 50
2 24.45 8 110
3 31.75 11 120
4 35.00 10 550
5 25.02 8 295
6 16.86 4 200
7 14.38 2 375
8 9.60 2 52
9 24.35 9 100

10 27.50 8 300
11 17.08 4 412
12 37.00 11 400
13 41.95 12 500
14 11.66 2 360
15 21.65 4 205
16 17.89 4 400
17 69.00 20 600
I8 10.30 1 585
19 3493 10 540
20 46.59 15 250
21 44.88 15 290
22 54.12 16 510
23 56.63 17 590
24 22.13 6 100
25 21.15 5 400
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Grifico de pontos em Minitab

20

forca de tracgao

20
40

Comprimento do fio

Die

400

600

altura do chip
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Maple Worksheet : m’nimos quadrados

16.86],
37.00],
585, 10
56.63],

> eqna

> egnb

> eqnc

>L :=[[2, 50, 9.95], [8, 110, 24.45], [11, 120, 31.75], [10, 550, 35.00], [8, 295, 25.02], [4, 200,

2,375, 14.38], [2, 52, 9.60], [9, 100, 24.35], [8, 300, 27.50], [4, 412, 17.08], [11, 400,
12, 500, 41.95], [2, 360, 11.66], [4, 205, 21.65], [4, 400, 17.89], [20, 600, 69.00], [1,
30], [10, 540, 34.93], [15, 250, 46.59], [15, 290, 44.88], [16, 510, 54.12], [17, 590,

6, 100, 22.13], [5, 400, 21.15]]:

>n = nops(L);

25

>for i to n do x[i] := L[iJ[1]; V[i] := L[il[2]; z[i] := L]i][3] end do;

25

>err2 := Sum((z[k]-a*x[k]-b*y[k]-c)"2, k =1 .. n):

.= diff(value(err2), a) = 0;
4792 a+ 154354 b - 16016.94 +412¢c =0
.= diff(value(err2), b) = 0;

S
154354 a + 7063696 b - 5.4963342 10 + 16588 c =0

.= diff(value(err2), c) = 0;

412 a+ 16588 b + 50 c - 1451.64 =0

Wednesday, August
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Maple Worksheet : m’nimos quadrados (cont)

> sols .= solve({eqgnb, egnc, egna}, {a, b, c});
{b =0.01252781139, a = 2.744269643, c = 2.263791434}
> assign(sols);
> with(plots);
> pl = plot3d(a*x+b*y+c, x =0 .. 20,y = 0 .. 650);

> p2 .= polyhedraplot(L, polyscale = .2, polytype = hexahedron);

> display([p1, p2], axes = framed, shading = zhue, scaling = unconstrained);
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__ﬁq_hﬁq__ﬁq_/////’///i?
52 .
42
22 Y
500
5 400
00 ¥
0 . 0

10 15 o0

> plano = z = a*x+b*y+c;

Z=2.744269643 x + 0.01252781139 y + 2.263791434
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Probablilidade
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Probablilidade

JI vimos que decis>es frequentemente necessitam ser baseadas
somente em um subconjunto de objetos selecionados de uma
amostra.
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Probablilidade

JI vimos que decis>es frequentemente necessitam ser baseadas
somente em um subconjunto de objetos selecionados de uma
amostra.

O processo de se partir de uma amostra para se chegar a conclus»es sobre
uma amostra foi chamado Inferéncia estatistica.

Exemplo: Consideremos o problema de se estudar a resistividade
de uma amostra de 3 wafers semicondutores, selecionados de
uma linha de produe<o.

Baseados nos dados de resistividade coletados nos 3 wafers da
amostra desejamos obter conclus>es sobre a resistividade de
todos os wafers do lote.
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Para que a antlise seja efetiva, uma antlise de qu<o bem
uma amostra representa uma populas<o Z necesstria.
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Para que a antlise seja efetiva, uma antlise de qu<o bem
uma amostra representa uma populas<o Z necesstria.

No presente caso: Se o lote contZm wafers defeituosos,
gu<o bem a amostra detectart o problema ?

Necessitamos quantificar o critZrio Oqu<o bemO.

Necessitamos quantificar os riscos das decis>es baseadas em
amostras.

Como amostras devem ser selecionadas de modo a
produzirem decis>es com riscos aceitfveis ?

Modelos de probabilidade : ajudam a quantificar os
riscos envolvidos na inferencia estat’stica, ou seja, riscos
envolvidos em feitas todos os dias.
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Suponhamos que o lote contenha 25 wafers
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Suponhamos que somente um wafer no lote Z defeituoso. Ent«o a
amostra poderia detectar ou n<o este wafer defeituoso.
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Suponhamos que o lote contenha 25 wafers

Suponhamos que somente um wafer no lote Z defeituoso. Ent«o a
amostra poderia detectar ou n<o este wafer defeituoso.

Um modelo de probabilidade, junto com um mZtodo para selecionar a
amostra, pode ser utilizado para guantificar 0s riscos.

Com base nesta antlise o tamanho da amostra pode ser aumentado ou
diminu’do.

Interpretacéo do risco: suponhamos que uma sZrie de
lotes, cada um podendo conter um wafer defeituoso Z
examinado atravZs de amostragem.

aleatoriamente
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A propore<o de lotes nos quais um wafer defeituoso estf inclu’do na
amostra Z a probabilidade de que o wafer defeituoso seja detectado.

Mais espeficamente: o limite desta propore«o quando o ncemero de

lotes tende a infinito Z a probabilidade de que o wafer defeituoso seja
detectado.

Um modelo de probabilidade Z usado para calcular esta
proporeo (pois n«o queremos medir infinitos lotes).
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Termos e conceitos

Analytic study
Designed experiment
Empirical model
Engineering method
Enumerative study
Mechanistic model
Observational study
Overcontrol
Population
Probability mode
Problem-solving method
Retrospective study
Sample

Statistical inference
Statistical Process
Control

Statistical thinking
Tampering

Variability
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2. Probabilidade

2-1 ESpae0s amostrais e eventos
2-1.1 Experimentos rand ™micos

2-1.2 Espae0s amostrais

2-1.3 Eventos

2-2 Interpretaes>es de probabilidade
2-2.1 Introdue<o

2-2.2 Axiomas de probabilidade

2-3 Regras de adi«<0

2-4 Probabilidade condicional

2-5 Regras de probabilidade total e
multiplicae<o

2-5.1 Regra de multiplicas<o

2-5.2 Regra da probabilidade total

2-6 Independencia

2-7 Teorema de Bayes

2-8 Varitveis rand™micas
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2-1 Espasos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre
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2-1 Espasos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repetie>es da medida resultam em variabilidade de resultados
devido " influencia variaveis nao controlaveis
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2-1 Espasos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repetie>es da medida resultam em variabilidade de resultados
devido " influencia variaveis nao controlaveis

AN

¥Mudaneas de temperatura ambiente
¥Impurezas na composie<o gu’'mica do fio
¥Correntes de fuga
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2-1 Espasos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repetie>es da medida resultam em variabilidade de resultados
devido " influencia variaveis nao controlaveis

/

Experimento possui uma
componente rand™mica
ou aleat—ria.

AN

¥Mudaneas de temperatura ambiente
¥Impurezas na composie<o gu’'mica do fio
¥Correntes de fuga
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2-1 Espasos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos aleat—rios

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repetie>es da medida resultam em variabilidade de resultados
devido " influencia variaveis nao controlaveis

- AN

Experimento possui uma ¥Mudaneas de temperatura ambiente
componente rand™mica ¥Impurezas na composiso qu’'mica do fio
ou aleat—ria. ¥Correntes de fuga

Em alguns casos essas varias>es rand™micas n<o podem

ser ignoradas (dependendo de nossos objetivos).
52
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Objetivos: guantificar e modelar os tipos de varias>es
frequentemente encontrados.

Incorporas<o da varias<o no N0sso pensamento e anilises

Resultados que n<o s<o invalidados pela varias<o.

Modelos e antlises: Physical system

Measurements Analysi:

Model

53
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Incorporae<o de ru’do (entradas n<o controlfveis) no modelo

Input —»

Controlled
variables

by

System

> Output

Tt

Noise

variables

Um experimento que pode resultar em diferentes resultados,
mesmo quando ele Z repetido do mesmo modo cada vez, Z

chamado um experimento aleatério ou randomico.
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Exemplo: Lei de Ohm

Current

Voltage
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Projeto de um sistema de comunicas>es

A capacidade de informas<o dispon’vel a indiv’duos que usam a
rede Z uma caracter’stica importante no design.
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Projeto de um sistema de comunicas>es

A capacidade de informas<o dispon’vel a indiv’duos que usam a
rede Z uma caracter’stica importante no design.

Comunicae<o de voz : linhas externas suficientes devem ser
compradas da companhia telef™nica.
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Projeto de um sistema de comunicas>es

A capacidade de informas<o dispon’vel a indiv’duos que usam a
rede Z uma caracter’stica importante no design.

Comunicae<o de voz : linhas externas suficientes devem ser
compradas da companhia telef™nica.

Supondo que cada linha suporta somente uma
conversae<o, quantas linhas devem ser compradas ?
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Projeto de um sistema de comunicas>es

A capacidade de informas<o dispon’vel a indiv’duos que usam a
rede Z uma caracter’stica importante no design.

Comunicae<o de voz : linhas externas suficientes devem ser
compradas da companhia telef™nica.

Supondo que cada linha suporta somente uma
conversae<o, quantas linhas devem ser compradas ?

Se poucas linhas forem compradas, chamadas podem ser
postergadas ou perdidas. Se um excessivo ncemero de
linhas forem compradas o custo serf muito alto.
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Projeto de um sistema de comunicas>es

A capacidade de informas<o dispon’vel a indiv’duos que usam a
rede Z uma caracter’stica importante no design.

Comunicae<o de voz : linhas externas suficientes devem ser
compradas da companhia telef™nica.

Supondo que cada linha suporta somente uma
conversae<o, quantas linhas devem ser compradas ?

Se poucas linhas forem compradas, chamadas podem ser
postergadas ou perdidas. Se um excessivo ncemero de
linhas forem compradas o custo serf muito alto.

Design e desenvolvimente s<0 necessitrios para satisfazer as
demandas dos clientes a um custo competitivo.

56
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Um modelo Z necessirio para o ncemero de chamadas e para a
durae<o das chamadas.
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Um modelo Z necessirio para o ncemero de chamadas e para a
durae<o das chamadas.

Mesmo sabendo que navadia as chamadas ocorrem a cada 5
min e que elas duram atZ 5 min n<o Z suficiente.
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Um modelo Z necessirio para o ncemero de chamadas e para a
durae<o das chamadas.

Mesmo sabendo que navadia as chamadas ocorrem a cada 5
min e que elas duram atZ 5 min n<o Z suficiente.

Se as chamadas chegarem em precisamente intervalos de 5
minutos e durarem precisamente 5 min, uma linha telef™nica
seria, a princ’pio, suficiente.

57

Wednesday, August 24, 11



No entanto, uma pequena varias<o no ncemero de chamadas ou
durae<o resultaria em chamadas bloqueadas.

Call

Call duration

Time

Call

Call duration

Time

1

;

2

l

3 4

L

5

:

5

10 15 20
Minutes
3
l‘////~CEH3Mmmmi
10 15 20
Minutes
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No entanto, uma pequena varias<o no ncemero de chamadas ou
durae<o resultaria em chamadas bloqueadas.

Call 1 2 3 4

S N N

Call duration ] | | |

Time 0 5 10 15 20
Minutes
Call 1 2 3
l i l __— Call 3 blocked
Call duration — 7
Time 0 5 10 15 20
Minutes

Uma antlise de modelos envolvendo varias>es Z fundamental.
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2-1.2 Espasos Amostrais
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2-1.2 Espasos Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.
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2-1.2 Espasos Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.

Definie<0: O conjunto de todos os poss'veis resultados de
um experimento rand™mico Z chamadeespaco amostral
do experimento (S).
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2-1.2 Espasos Amostrais

Para modelar e analisar um experimento rand™mico devemos
conhecer o conjunto dos poss’veis resultados do experimento.

Definie<0: O conjunto de todos os poss'veis resultados de
um experimento rand™mico Z chamadeespaco amostral
do experimento (S).

Um espaso amostral Z definido com base nos objetivos da antlise.
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Exemplo:
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Exemplo:

Problema: selecionar um conector pltstico moldado,
E medir sua espessura.
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Exemplo:

Problema: selecionar um conector pltstico moldado,
E medir sua espessura.

Os poss'veis valores da espessura dependem da resolus<o do
Instrumento de medida e tambZm dos limites superior e inferior
da espessura.
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Exemplo:

Problema: selecionar um conector pltstico moldado,
E medir sua espessura.

Os poss'veis valores da espessura dependem da resolus<o do
Instrumento de medida e tambZm dos limites superior e inferior
da espessura.

Espaso de amostragem: reais positivos (valores
negativos de espessura n<«o podem ocorrer).

S=R"={x|x>0
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Se sabemos gque todos os conectores tem espessura entre 10
e 11 mm o espaso amostral pode ser definido como

S={x|10<x<11}
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Se sabemos gque todos os conectores tem espessura entre 10
e 11 mm o espaso amostral pode ser definido como

S={x|10<x<11}

Se o0 objetivo da antlise Z saber somente se uma parte particular tem
espessura baixa, mZdia ou alta, o espaso amostral serf

S ={baixa,media,alta}

61

Wednesday, August 24, 11



Se sabemos gque todos os conectores tem espessura entre 10
e 11 mm o espaso amostral pode ser definido como

S={x|10<x<11}

Se o0 objetivo da antlise Z saber somente se uma parte particular tem
espessura baixa, mZdia ou alta, o espaso amostral serf

S ={baixa,media,alta}

Se 0 objetivo Z saber se a parte estt ou n<o em conformidade
com as especificas>es de fabricas<o teremos simplesmente

S = {sim,nao}
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Espaco de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito
conttvel de possibilidades.
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Espaco de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito
conttvel de possibilidades.

Espaco de amostragem continuo : possibilidades s<o
representadas por um intervalo, finito ou infinito, dos ncemeros
reais.
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Espaco de amostragem discreto: conjunto finito ou infinito
conttvel de possibilidades.

Espaco de amostragem continuo : possibilidades s<o
representadas por um intervalo, finito ou infinito, dos ncemeros
reais.

Exemplo 2-2 Dois conectores s<o selecionados e sua espessura Z
medida. O espaso de amostragem agora Z

S=R"XR"
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Se 0 objetivo da antlise Z considerar somente se as duas partes
est«o ou n<o de acordo com as especificas>es de fabricas<o. Ent«o

S =1y, yn,ny,nn§
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Se 0 objetivo da antlise Z considerar somente se as duas partes
est«o ou n<o de acordo com as especificas>es de fabricas<o. Ent«o

S =1y, yn,ny,nn§

Se estamos interessados no ncemero de conectores em
conformidade na amostra, ent<o

S =10,1,2}
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Se 0 objetivo da antlise Z considerar somente se as duas partes
est«o ou n<o de acordo com as especificas>es de fabricas<o. Ent«o

S =1y, yn,ny,nn§

Se estamos interessados no ncemero de conectores em
conformidade na amostra, ent<o

S =10,1,2}

Consideremos um experimento em que a espessura Z medida atZ
gue um conector n<o satisfaea as especificas>es. Ent«o

S =n,yn,yyn, yyyn,...
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Em experimentos rand™micos onde os itens s<o selecionados de
um lote, indicaremos se um item selecionado Z ou n<o substitu’do
antes da pr—xima sele«<o.
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Em experimentos rand™micos onde os itens s<o selecionados de
um lote, indicaremos se um item selecionado Z ou n<o substitu’do
antes da pr—xima sele«<o.

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e n0osso experimento
consiste em selecionar dois itens, sem substituicao, o espaso de
amostragem sert representado por
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Em experimentos rand™micos onde os itens s<o selecionados de
um lote, indicaremos se um item selecionado Z ou n<o substitu’do
antes da pr—xima sele«<o.

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e n0osso experimento
consiste em selecionar dois itens, sem substituicao, o espaso de
amostragem sert representado por

S, =1{ab,ba,bc,cb,ca,ac}
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Em experimentos rand™micos onde os itens s<o selecionados de
um lote, indicaremos se um item selecionado Z ou n<o substitu’do
antes da pr—xima sele«<o.

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e n0osso experimento
consiste em selecionar dois itens, sem substituicao, o espaso de
amostragem sert representado por

S, =1{ab,ba,bc,cb,ca,ac}

Ordem Z mantida
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Em experimentos rand™micos onde os itens s<o selecionados de
um lote, indicaremos se um item selecionado Z ou n<o substitu’do
antes da pr—xima sele«<o.

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e n0osso experimento
consiste em selecionar dois itens, sem substituicao, o espaso de
amostragem sert representado por

S, =1{ab,ba,bc,cb,ca,ac}

Ordem Z mantida

Se 0 ordenamento n<o for necessirio,

S, =11a,b5,1b,¢5,1a, ¢4
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Se os itens selecionados s<o substitu’dos antes do pr—ximo, o
espaso de amostragem Z dado por
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Se os itens selecionados s<o substitu’dos antes do pr—ximo, o
espaso de amostragem Z dado por

S.. =1aa,bb,cc,ab,ba,bc,ch,ca,ac}

65

Wednesday, August 24, 11



Se os itens selecionados s<o substitu’dos antes do pr—ximo, o
espaso de amostragem Z dado por

S.. =1aa,bb,cc,ab,ba,bc,ch,ca,ac}

Se 0 ordenamento n<o for necesstrio,
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Se os itens selecionados s<o substitu’dos antes do pr—ximo, o
espaso de amostragem Z dado por

S.. =1aa,bb,cc,ab,ba,bc,ch,ca,ac}

Se 0 ordenamento n<o for necesstrio,

S, =114,a5,1b,by,¢,¢i,1a,b5,1b, ¢, 1c,af
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Algumas vezes n<«o Z necessirio especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .
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Algumas vezes n<«o Z necessirio especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que hi 5 partes defeituosas e 95 partes
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens
s<0 selecionados, sem substituie<o.
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Algumas vezes n<«o Z necessirio especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que hi 5 partes defeituosas e 95 partes
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens
s<0 selecionados, sem substituie<o.

Notae<o : b : parte boa
d : parte defeituosa
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Algumas vezes n<«o Z necessirio especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que hi 5 partes defeituosas e 95 partes
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens
s<0 selecionados, sem substituie<o.

Notae<o : b : parte boa
d : parte defeituosa

f poss’vel que seja suficiente descrever o espaso de amostragem
(ordenado) em termos da qualidade de cada parte selecionada como

S = {bb,dd ,db,bd
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Algumas vezes n<«o Z necessirio especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que hi 5 partes defeituosas e 95 partes
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois itens
s<0 selecionados, sem substituie<o.

Notae<o : b : parte boa
d : parte defeituosa

f poss’vel que seja suficiente descrever o espaso de amostragem
(ordenado) em termos da qualidade de cada parte selecionada como

S = {bb,dd ,db,bd

Nota: esta descrie<0 do espaso de amostragem n<o mostra que hf
muito mais pares bb que dd, por exemplo. Isso sert levado em conta
guando computarmos as probabilidades mais tarde.
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Se houver somente uma parte defeituosa no lote, o espao de
amostragem seria
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Se houver somente uma parte defeituosa no lote, o espao de
amostragem seria

S = {bb,db,bd}
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Diagramas de frvores

Exemplo 2-3 Cada mensagem em um sistema de comunicas<o
digital Z classificada de acordo com fato dela ser ou n<o recebida
dentro de um tempo especificado no design do sistema.

Espaco de amostragem:
S =L It It et et Le el et}

| - late
t -ontime
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crvore do espaco de amostragem

Messagel ——f—————————————— — — — —
V \
Message2 ————————— @~ ——————————————— — — — —3
on time late on tlr/ \

Message 3 —— — — — - — — — — 2

on time late on time Iz& on tlme/ate\ on tlm/at\
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Exemplo 2.4 Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com ope>es
selecionadas. Cada ve’culo pode ter as seguintes ope*>es:
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Exemplo 2.4 Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com ope>es

selecionadas. Cada ve’'culo pode ter as seguintes ope*>es:

Com ou sem transmiss<o automitica

Com ou sem ar-condicionado

Uma de tres ope>es de equipamento de som

Uma de qguatro ope>es de cor exterior

70
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Exemplo 2.4 Um fabricante de autom—veis fornece ve’culos com ope>es
selecionadas. Cada ve’'culo pode ter as seguintes ope*>es:

Com ou sem transmiss<o automitica

Com ou sem ar-condicionado

Uma de tres ope>es de equipamento de som

Uma de qguatro ope>es de cor exterior

2 X 2X3X4 =48 elementos no espaso de amostragem
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Diagrama de frvore do espaco de amostragem

Transmission - — — — — — — — — — — — — — — °
Automatic Manual
o,

Color —&————- o—— — —- e ———— - — — — — - — — — — — — — — — o— — — — - — — — —- e —— — — o — — — — - — — —— ®

=
=
=
=
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Exemplo 2.5 : Consideremos uma extens<o do exemplo anterior com a
adie<0 de mais 4 poss’veis ope*>es para cores interiores: azul, vermelho, preto e
marron, mas com as seguintes condis>es:

Exterior color Red White Blue Brown

Interior color Black Red

\
12x2=24 12 x4 =48 12x3 =36 12x1=12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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Exemplo 2.5 : Consideremos uma extens<o do exemplo anterior com a

adie<0 de mais 4 poss’veis ope*>es para cores interiores: azul, vermelho, preto e
marron, mas com as seguintes condis>es:

. Com vermelho exterior, somente vermelho ou preto interior
. Com branco exterior, qualquer cor interior

. Com azul exterior, somente azul, preto ou verrmelho interior
. Com marron exterior, somente marron interior

B~ WPN B

Exterior color Red White Blue Brown

Interior color Black Red

\
12x2=24 12 x4 =48 12x3 =36 12x1=12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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Exemplo 2.5 : Consideremos uma extens<o do exemplo anterior com a
adie<0 de mais 4 poss’veis ope*>es para cores interiores: azul, vermelho, preto e
marron, mas com as seguintes condis>es:

1. Com vermelho exterior, somente vermelho ou preto interior

2. Com branco exterior, qualquer cor interior
3. Com azul exterior, somente azul, preto ou verrmelho interior
4. Com marron exterior, somente marron interior

Notemos que cada cor tem 48/4 = 12 ope>es. Temos ent«o 12 x
2+12x4+12x3+12x1=120 ope>es.

Exterior color Red White Blue Brown

Interior color Black Red

\
12x2=24 12 x4 =48 12x3 =36 12x1=12

24 + 48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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2-1.3 Eventos
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2-1.3 Eventos

Freguentemente estamos interessados em uma coleso de
resultados de um experimento rand™mico.
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2-1.3 Eventos

Freguentemente estamos interessados em uma coleso de
resultados de um experimento rand™mico.

Definicdo. Um evento Z um subconjunto do espaeo de
amostragem de um experimento rand ™mico.
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2-1.3 Eventos

Freguentemente estamos interessados em uma coleso de
resultados de um experimento rand™mico.

Definicdo. Um evento Z um subconjunto do espaeo de
amostragem de um experimento rand ™mico.

Podemos estar interessados na descrie<o de novos eventos
formados a partir de combinae>es de eventos existentes.
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2-1.3 Eventos

Freguentemente estamos interessados em uma coleso de
resultados de um experimento rand™mico.

Definicdo. Um evento Z um subconjunto do espaeo de
amostragem de um experimento rand ™mico.

Podemos estar interessados na descrie<o de novos eventos
formados a partir de combinae>es de eventos existentes.

Uni<o, intersece<o e complemento de eventos para formar novos
eventos.
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Exemplo 2.6 Consideremos o espaso de amostragem do Exemplo 2.2
5 =1{yy,yn,ny,nnj

Suponhamos que o conjunto de todas as
possibilidades nas quais uma parte estt
conforme Z denotada por g Ento

1

El — {yyaynany}

O evento em quevambas partes n<o
est«o conformes Z

E, = {nnj

O evento em que a0 Menos uma parte n<o
estt conforme Z

E; ={yn,ny,nn;
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Exemplo 2.6 Consideremos o espaso de amostragem do Exemplo 2.2

S =1{yy,yn,ny,nn;

Suponhamos que o conjunto de todas as
possibilidades nas quais uma parte estf

conforme Z denotada por EIEnt<o E1 U E2 =S
By =)y, yn,ny;
O evento em que ambas partes n<o E1 U E3 =5
est«o conformes Z
E, = {nn} E (E; ={yn,ny}
O evento em gque ao menos uma parte n<o E1 — {nn}

estt conforme Z

E; ={yn,ny,nn;
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Exemplo 2.7 Medidas do tempo necesstrio para completar uma
reas<o gqu’'mica poderiam ser modeladas com o espaso amostral

S=R"

Sejam 0s eventos
Elz{X‘l! X< 10} e E2:{X‘3! X< 118}
Ent<o
E1UE2:{ZC‘1§£IZ‘<118} e ElﬂE2:{$|3 §£E<10}
AlZm disso,

E: ={x|x>10} e E;NEy={x]10 <x< 118}
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Exemplo 2.8 Amostras de plfstico policarbonato s<o analisadas
guanto ~ resistencia ao chogque e arranh»es. Os resultados de 50
amostras s<0 mostrados abaixo:

shock resistance N(A! B) =40

high low | -
T T high 40 4 N(A! B) =45
scratch resistance
[ow [ 3 N (A,) _ g

Evento A: a amostra possui alta resistencia a chogues

Evento B: a amostra possui alta resistencia a arranh»es

Determine o0 no,emero de amostras em

Al B Al B A’
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Diagramas de Venn

A! B
A B A B A B
S S S
(a) (b) (c)
Sample spaceSwith events Aand B
(A" B)! C (Al C)
A B A B
C S C S
(d) (e)
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Eventos mutuamente exclusivos: El M E2 = @

Propriedades
(E) = E

(A! B)" C=(A" C)! (B" ()
(Al B)" C=(A" C)! (B" ()

Exerc’cio: Prove estas relas>es utilizando diagramas de Venn.
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2-2 Interpretas>es de Probabilidade

Consideraremos espa«os de amostragem discretos

79

Wednesday, August 24, 11



2-2 Interpretas>es de Probabilidade

Consideraremos espa«os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantificas<o da chance de um determinado resultado de um
experimento rand™mico ocorrer.
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2-2 Interpretas>es de Probabilidade

Consideraremos espa«os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantificas<o da chance de um determinado resultado de um
experimento rand™mico ocorrer.

Interpretas<o objetiva da probabilidade: Frequéncia relativa

Exemplo: Suponhamos que vamos selecionar um diodo
randomicamente de um lote de 100 elementos.
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2-2 Interpretas>es de Probabilidade

Consideraremos espa«os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantificas<o da chance de um determinado resultado de um
experimento rand™mico ocorrer.

Interpretas<o objetiva da probabilidade: Frequéncia relativa

Exemplo: Suponhamos que vamos selecionar um diodo
randomicamente de um lote de 100 elementos.

Chance de qualquer diodo do lote ser retirado Z a mesma.

79

Wednesday, August 24, 11



2-2 Interpretas>es de Probabilidade

Consideraremos espa«os de amostragem discretos

Probabilidade

Quantificas<o da chance de um determinado resultado de um
experimento rand™mico ocorrer.

Interpretas<o objetiva da probabilidade: Frequéncia relativa

Exemplo: Suponhamos que vamos selecionar um diodo
randomicamente de um lote de 100 elementos.

Chance de qualquer diodo do lote ser retirado Z a mesma.

Espaso de amostragem: conjunto de 100 diodos.
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Como a soma das probabilidades Z igual a 1, o modelo de probabilidade
para este experimento atribui uma probabilidade 0.01 a cada um dos 100
poss’veis resultados.

Interpretae<o da probabilidade: experimento Z replicado muitas vezes.

Sempre que 0 espaso de amostragem consiste de N poss’veis
resultados que s<o igualmente proviveis, a probabilidade de cada

resultado Z 1/N.

FreqYentemente Z necessirio atribuir probabilidades a eventos que s<0
compostos por virios elementos do espaso de amostragem.
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Exemplo 2.9 Suponhamos que 30% dos diodos em um lote de 100
peeas satisfazem as exigencias m’'nima de potencia de um cliente
espec’fico. Se um diodo Z selecionado aleatoriamente, intuitivamente
acreditamos que a probabilidade de que as exigencias do cliente sejam
satisfeitas Z 0.3.

o
o o
E\ ) o\
\ . \Diodes
o e |S

P(E) = 30(0.01) = 0.30
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Exemplo 2.9 Suponhamos que 30% dos diodos em um lote de 100
peeas satisfazem as exigencias m’'nima de potencia de um cliente
espec’fico. Se um diodo Z selecionado aleatoriamente, intuitivamente
acreditamos que a probabilidade de que as exigencias do cliente sejam
satisfeitas Z 0.3.

Seja E o subconjunto (evento) consistindo de 30 diodos que
satisfazem as exigencias dos clientes . Como E contZm 30 elementos
e cada elemento tem probabilidade 0.01, conclu’'mos que a
probabilidade de E Z 0.3.

o
o o
E\ ) o\
\:\ . \Diodes
o e |S

P(E) = 30(0.01) = 0.30
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Definigcao. Para um espaso de amostragem discreto, a probabilidade de
um evento E, denotada por P(E), Z igual ~ soma das probabilidades dos
elemento em E.

P(A)=01403=04
P(B)=0.3+0.5+0.1=0.9

P(C) = 0.1
P(A) = 0.6
P(B') = 0.1
P(AUB) =1
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Definicao. Para um espa«o de amostragem discreto, a probabilidade de

um evento E, denotada por P(E), Z igual ~ soma das probabilidades dos
elemento em E.

Exemplo 2.10 Um experimento aleat—rio pode resultar em um dos
resultados {a,b,c,d} com probabilidades 0.1, 0.3, 0.5 e 0.1,
respectivamente. Sejam os eventos A={a,b}, B={b,c,d}, e C={d}.

P(A)=01403=04
P(B)=0.3+0.5+0.1=0.9

P(C) = 0.1
P(A) = 0.6
P(B') = 0.1
P(AUB) =1
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Definigcao. Para um espaso de amostragem discreto, a probabilidade de
um evento E, denotada por P(E), Z igual ~ soma das probabilidades dos
elemento em E.

Exemplo 2.10 Um experimento aleat—rio pode resultar em um dos
resultados {a,b,c,d} com probabilidades 0.1, 0.3, 0.5 e 0.1,
respectivamente. Sejam os eventos A={a,b}, B={b,c,d}, e C={d}.

Ent<o

P(A)=01403=04
P(B)=0.3+0.5+0.1=0.9

P(C) = 0.1
P(A) = 0.6
P(B') = 0.1
P(AUB) =1
P(ANB) = 0.3
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Exemplo 2.11 Uma inspee«<o visual de um peda-o de material de wafers
de um processo de manufatura de semicondutores resultou na seguinte

tabela:
Number of
Contamination

Particles Proportion of Wafers
0 0.40

1 0.20

2 0.15

3 0.10

4 0.05

S Or more 0.10
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Exemplo 2.11 Uma inspee«<o visual de um peda-o de material de wafers
de um processo de manufatura de semicondutores resultou na seguinte

tabela:
Number of
Contamination

Particles Proportion of Wafers
0 0.40

1 0.20

2 0.15

3 0.10

4 0.05

S Or more 0.10

Se um wafer Z selecionado aleatoriamente deste processo e
examinado, qual Z a probabilidade de gque ele n«o contenha
part'’culas de contaminas<o ?
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Exemplo 2.11 Uma inspee«<o visual de um peda-o de material de wafers
de um processo de manufatura de semicondutores resultou na seguinte

tabela:
Number of
Contamination

Particles Proportion of Wafers
0 0.40

1 0.20

2 0.15

3 0.10

4 0.05

S Or more 0.10

Se um wafer Z selecionado aleatoriamente deste processo e
examinado, qual Z a probabilidade de gque ele n«o contenha
part'’culas de contaminas<o ?

Se a informae<o fosse dispon’vel para cada wafer, poderamos definir o
espaso de amostragem como 0 conjunto de todos os wafers
Inspecionados e proceder como no exemplo dos diodos. No entanto, tal
n’'vel de detalhe n<«0 Z necessirio aqui.
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Podemos considerar o espaso de amostragem como consistindo de seis
categorias que sumarizam o ncemero de part’culas contaminantes em um
wafer.
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Podemos considerar o espaso de amostragem como consistindo de seis
categorias que sumarizam o ncemero de part’culas contaminantes em um
wafer.

Seja E = {0}. Ent<o P(E) = 0.4.
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Podemos considerar o espaso de amostragem como consistindo de seis
categorias que sumarizam o ncemero de part’culas contaminantes em um
wafer.

Seja E = {0}. Ent<o P(E) = 0.4.

Qual Z a probabilidade de que numa inspes«o de um wafer sejam
encontradas 3 ou mais part’culas contaminantes ?
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Podemos considerar o espaso de amostragem como consistindo de seis
categorias que sumarizam o ncemero de part’culas contaminantes em um
wafer.

Seja E = {0}. Ent<o P(E) = 0.4.

Qual Z a probabilidade de que numa inspes«o de um wafer sejam
encontradas 3 ou mais part’culas contaminantes ?

Seja E ={3,4,5 ou mais part'culas}. Ent<«o

P(E) =0.1 + 0.05 + 0.1 = 0.25
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contZm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}
e gue duas partes s<0 selecionadas sem substituie<o.

6! -
6! 2)! = (6)(5) =30
ma:%zl
Es
5 1
P(E>) = 30 - 6
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contZm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}
e gue duas partes s<0 selecionadas sem substituie<o.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Z a. Ent«

E = {ab,ac,ad,ae,af}

° = (6)(5) =30
61 2)
ma:%zl
Es
5 1
P(E>) = 30 - 6

85

Wednesday, August 24, 11



Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contZm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}
e gue duas partes s<0 selecionadas sem substituie<o.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Z a. Ent«

E = {ab,ac,ad,ae,af}

Notemos que o espaso amostral pode ser enumerado e possui

6!
= (6)(5) =30
61 2) (6)(5)
elementos, cada um representando um resultado de igual probabilidade.
Portanto,
5! 1
P(E)=— =-
(B) =25
Es
5 1
P(E))= — = =
(E2)= 35 &
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contZm 6 elementos {a,b,c,d,e,f}
e gue duas partes s<0 selecionadas sem substituie<o.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado Z a. Ent«

E = {ab,ac,ad,ae,af}

Notemos que o espaso amostral pode ser enumerado e possui

6!
= (6)(5) =30
61 2) (6)(5)
elementos, cada um representando um resultado de igual probabilidade.
Portanto,
5! 1
P(E)=— =-
(B) =25

Se F5 7 0 evento em que o segundo elemento selecionado Za , ou seja,
E = {ba,ca, da,ea,fa}

Temos novamente

5
P(LE») = 30

RN o
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2-2.2 Axiomas de Probabilidade

Probabilidade Z um noemero, atribu’do a cada membro de uma cole«<o de
eventos de um experimento aleat—rio, satisfazendo as seguintes
propriedades:

Se S Z o espaso de amostragem e E Z qualquer evento em um
experimento aleat—rio,

(1) P(S)=1
(2) 0<P(E)<1

(3) Para dois eventos E; e E» com E;{NE,= 0

P(Er! Ez)= P(E1)+ P(E2)
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2-3 Regras de adi«<o

Exemplo 2.13 Considere 940 wafers em um processo de manufatura
de semicondutores

Experimento: um wafer Z selecionado aleatoriamente

H D evento de que um wafer tenha alto 'ndice de contaminas<o

P(H) =358/940

Location in Sputtering Tool

Contamination Center Edge Total
Low 514 68 582
High 112 246 358

Total 626 314
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C D evento correspondente ~ localiza+*<o do wafer no centro da

ferramenta de sputtering. Ent<o :
Sputtering B processo pelo qual

_ Ftomos s<0 ejetados de um alvo
P(C) = 626/940 material s—lido pelo
. bombardeamento por 'ons
AlZm disso, energZticos. Usado comumente

para deposie<o de filmes finos.
P(HNC)=112/940
P(HUC)=872/940

P(HUC)=P(H)+ P(C)—P(HNC)

=358/940+626/940—-112/940 =872/ 940
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Lel de adie<0

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(A B)

Se A e B s<0 mutuamente exclusivos,

P(AU B) = P(A)+ P(B)
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Exemplo 2.14 Os wafers dos Exemplo 2.13 s<o0 agora classificados pelo

grau de contaminas«o.

Number of
Contamination
Particles Center Edge Totals

0 0.30 0.10 0.40

1 0.15 0.05 0.20

2 0.10 0.05 0.15

3 0.06 0.04 0.10

4 0.04 0.01 0.05

5 or more 0.07 0.03 0.10
Totals 0.72 0.28 1.00
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Eventos

E1 Wafer contZm 4 ou mais part’culas

E2 Wafer estf na borda
P(E)=0.15  P(E)=0.28

P(E NE,)=0.04

P(El UEz):P(E1)+P(E2)_P(E1ﬂEz)
=0.15+0.28-0.04 =0.39
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Eventos

E3 Wafer contZm menos de 3 part’culas
E4 Wafer estt na borda e contZm mais de 4 part'culas
P(E,)=0.75 P(E,)=0.03

E,NE, =0 P(E,NE,)=0

P(E,UE,)=P(E,)+ P(E,)=0.78

Wednesday, August 24, 11



Tres eventos

' PANB)"

(AN B) "

P(ANC)"

>(C) 1 P(A
| P(B

33322

(B
B

C) !

C)
) !

C)"

P[(ANC)U (BN C)]

NC)! PANBNC)]
P(A N C)
P(AN BN C)




