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V¥ 1 Séries de Fourier para funcdes com periodd

V Séries Trigonométricas
Vamos considerar aqui como expressar certas furggbesrmos de séries trigonometricas

f(x)=c a cosx b;sinx a,cos2x b,sin2x azcos3x bgsin3x ...,

=C (akcoskx bksinkx)
k=1
Series desta forma sdo denominaa®es de Fourier Foi Jean Baptiste Fourier (1766-1830),
guem as inventou no seu estudo de fluxo de calmte ue (x) € periddica com periodo 2

pois o menor periodo de qualquer um dos termos. é 2

. Consideremos a fun¢ddx) definida por
sin 2 X sin 3 X sin 4 x

f(X) =sinx 2 3 4
_  sinkx
k=1 K
Facamos uma aproximacao utilizando 500 termos ma govejamos o grafico:

E restart:
f:= (x,n) -> Sum(sin(k*x)/k,k=1..n);

f:=(xn) &kkx) (1.1.1)
k=1

plot(f(x,500),x=-2*Pi..4*Pi,color=blue,thickness=2,

labelfont=[HELVETICA,10],font=[SYMBOL,10],ytickmark s=3,
xtickmarks=[evalf(-4*Pi)="-4p",evalf(-2*Pi)="-2p",
evalf(-Pi)="-p",0="0",evalf(Pi)="p",evalf(2*Pi)= 2p,

evalf(3*Pi)="3p",evalf(4*Pi)="4p"));




Aparentemente a série esta convergindo, para txlealores dg& para

F:=x->PIECEWISE([O, x = 0],[(Pi-x)/2, 0 < x and x <

F

=X

;endd:(x):F(x 2 ).

Por exemplo, em= — temos

2
f(Pi/2,700);

evalf(%);

evalf(F(Pi/2));

f(Pi/2,infinity);

evalf(%);

1
2

0

%x 0 xandx 2

) 1
700 =
sm( > k )

k=1 k
0.7846838791

0.7853981635

Consideremos a funcéo definida por

Xx=0

2*Pi));

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)



COs2X  CcOosS3X  cos4x
2 3 4
_  cogkx)
k=1 K
Fagamos um grafico correspondente a uma soma di@if&)0 termos:
g := (x,n) -> Sum(cos(k*x)/k,k=1..n);

g(X) =cosx

n

cog k x)

118
K (1.1.8)

g:=(xn)
plot(g(x,500),x=-2*Pi..4*Pi,color=coral,thickness=2 ,
labelfont=[HELVETICA,9],ytickmarks=3,
font=[SYMBOL,9],xtickmarks=[evalf(-2*Pi)="-2p",
evalf(-Pi)="-p",0="0",evalf(Pi)="p",evalf(2*Pi) =2p,
evalf(3*Pi)="3p ,evalf(4*Pi)="4p]);

A

Quando = 3 temos
- g(Pil4,infinity):
1
CO{Z k )
- 1# (2.1.9)

Neste caso, o Maple ndo avalia a soma infinita:
evalf(%);

1
cos( " k j
_— (1.1.10)
k=1 k

[De fato, a série converge muito lentamente:

evalf(g(Pi/4,500));
0.2664068265 (2.1.12)

evalf(g(Pi/4,501));
(1.1.12)




0.2649954358 (1.1.12)
evalf(g(Pi/4,1003));

0.2678996999 (1.1.13)
. evalf(g(Pi/4,1000)):
0.2678982913 (1.1.14)
Emx= , por outro lado, temos
g(Pi,infinity);
cogk ) (1.1.15)
1 K

ENeste caso é possivel obter o valor da soma iafinit

value(%);
In(2) (1.1.16)
 evalf(%);
0.6931471806 (2.12.17)
Veja aqui 0 que aconteceu:
() =cos cos?2 cos3 cos4
g 2 3 4

1 1 1 1
2 3 4 5
n

W=t %5 3 4 s i}
ou seja,
g(0,infinity);
1 (1.1.18)
k=1K
I value(%);
(1.1.19)

Produto Interno de Funcgbes e Fungdes Ortogonais

Definimos o produto interno das funcdes definida f{®) and gk), no intervald a, b] como
sendo o valor da integral
b
f. g=| f(x) g(x) dx ------- (2).
a
Se consideramos a fungdmomo sendo um vetor infinitamente dimensionalaswomponentes



séo dadas pelo conjunto dos infinitos valdres em pontox do intervalo, entdo a definicdo (1)
€ uma extensdo natural do conceito usual de prachgimo entre vetores, pois a integral € uma
soma infinita do produto dos valores, ou comporgmtas duas fungdes.

O comprimento ou norma de uma fun¢c&x) com relacdo ao produto interno (1) é:

=y =

O valor quadratico médio da funcéo no intervapb] é

/(bla)[: ]

1
Il

Vb a

Por exemplo a norma da fung&o sin no intenfalo, | é

||sir1|2: sin®x ox
_ 1 cos2x
2
_X sin2x
2 4
de modo que
Isinj =y
De fato,
sqrt(Int(sin(x)"2,x=-Pi..Pi));
value(%);

sin(x)“ dx

J (1.2.1)

Podemos encontrar a projecao de um veta direcdo de um vetortomando o produto interno
dev com um vetor unitario na direcao de

Um vetor (funcdo) unitario na "direcéo” de xié@ dado pela funcas( x) = SNX por



exemplo, a projecdo dg x) =€ na diregdo de si considerando fungdes no intervdlo , |,
é:

g.s= [ es(x) dx

=1 ] e sinx dx.

. , . . ~ (dv a ~(du
Utilizando a férmula de integracao por par es( dx ) dx=uv ( v (a ) dx) duas vezes
sucessivamente obtemos: ‘ ‘

‘ u=¢ V= COSX
‘exsinxdx ol du g dv_
. Ve e =sinx
= &cosx ([( cosx &) dx)
‘ u=¢g V=sinx
= & cosx ‘excosx X... | du d
J & = d_ = COSsX

= &cosx €sinx (Jexsinxdx).

Portanto ‘
Z(Ie"sinxdx): gcosx €'sinx ¢

e (sinx cosx)
2

Jvex sinx dx =

Temos entao

g‘.‘s=[ e€s(x) dx=  &sinxdx

1
1
_ € (sinx__ cosx)
2
_e(sin cos) e(sin( ) cof ))

) 2/ 2/

-& € 6515678448,

2
Este calculo pode ser feito automaticamente no dapl

{ Int(exp(x)*sin(x),x=-Pi..Pi)/sqrt(Pi);




€ sin(x) dx

\/_ 1.2.2)
i expand(value(%));
1 %e_ (1.2.3)
2e .
i simplify(%,power);
1l e e
> \/_ (1.2.4)
 evalf(%);
6.515678450 (1.2.5)

Duas fungdeb(x) eg(x) definidas num intervalda, b] sdo ditagrtogonais neste intervalo se
b

f(x) g(x) dx=0.

a

Por exemplo, cada par de funcdds) andg(x) definidas em a, a], ondef (x) é par ey(x) €
impar, sdo ortogonais efn a, a]. Portanto sirk x € orotgonal a camx no intervalg] , | para
todosk empositivos, pois sikx é impar e cosix € par.

Notemos ainda que skx é ortogonal a simx nointervalo| , |para todos inteiros positivos

kemcomk m
Provemos tal afirmacéao:

sink x sinmx dx
:% (cog(k m)x) cog(k m)x))cx

=| (cog(k m)x) cog(k m)x))dx
0
( pois o integrando € uma funcéo par)

_sin((k m) x) sin((k m) x)
B k m k m 0

,ifk  m

Sek=m

sin® k x dx



1 cos2kx
2

X sin 2kx
2 4

Similarmente, sifk x é ortogonal a simx no intervalo[ , | para todos inteiro& andmcom
k m

Isto € verificado a seguir:

cosk x cosmx dx
:% (cog(k m)x) cog(k m)x))dx

=| (cog(k m)x) cog(k m)x))dx
0
( pois o integrando € uma funcéo par)

_sin(k m) sin(k  m) .
"k m k m itk m
=0.

Sek=m,
co€ k x dx

1 cos2kx
2

2 4

_ X sin 2kx

A funcéo constante com valor 1 é ortogonal a tedasingdes sikx e cokx, ondek & um
inteiro positivo.

De fato,
sinkxdx =0,
pois sink x ié uma fungéo impar e
cosk x dx
sink x




=0.
Resumindqg as fungbes do conjunt¢ 1, sirsin 2x, Sin 3, ..., COSX, COS2 X, COS3X, ...}
sdo mutuamente ortogonais no intervalo, | .

V Determinacéo dos Coeficientes de Fourier

Vamos agora mostrar como determinar os coeficiemt®érie de Fourier
f(x)=c a cosx b;sinx a,cos2x b,sin2x ajcos3x bgsin3x ...,

ou,

f(x)=c (akcoskx bksinkx) -------- (),
k=1
de uma fungad (x) definida no the intervalp , |, assumindo que tal expanséo exista. Isso
sera feito do mesmo modo como extraimos as compesee um vetor comum: projetando-o nas
diferentes dire¢des, ou seja, fazendo o produsorintdele com os vetores unitarios que apontam
nas diferentes direcdes.

Inicialmente vamos determinar o coeficiente c, todwao produto interno dos dois lado da eq. (1)
por 1. Utilizando os resultados da sec¢ao antelitemos

f(x)dx=| cdx
=cX
=2cC
ou seja,
1
c=— | f(x)dx
2
Este é, na verdade, o valor médio da funt&g no intervalf , |

Para encontrar o coeficientg de cok x na série de Fourier, devemos fazer o produtoriotde
ambos os lados de (1) com &os. No lado esquerdo temos

f (X) cosk x dx.

Como cok x € ortogonal a todos os termos, excetpcosk x, temos no lado direito,

ak( cod kx x]




A (3 =)o

_ (1 sin2kxj
%2 4K

=8
Note que isso @, vezes 0 quadrado da norma dekcosTemos entao

f(x) coskxdx=a, ,
de modo que

ak:1 f (x) coskx dx.

Tomando o produto interno de ambos os lados deofl3ink x obtemos de modo similar,

bk=i f (X) sink x dx.

Resumindo, dada uma fungix) definida no intervald , | ou, equivalentemente, uma
funcdo com periodo 2, os coeficientes de Fourier ) séo

b,=— | f(x)sinkxdx, k=1,2,...,

onde a série de Fourier fliex) é:
C @ cosx b;sinx a,cos2x b,sin2x azcos3x bgsin3x ...,

=C (acoskx by sinkx).
k=1

A fungédo h,(x) =c a;cosx b, sinxé umas onda senoidal com periodo, &ndo chamada
onda fundamentalda série de Fourier. Cada par de ternipéx) =a, coskx b, sink x, ondek

L . , 2 - - L
€ maior do que 1, é uma onda senoidal com perrelf(&e chamada &-ésimaharmonica da série

de Fourier.



0 xandx O
1 0 xandx '

f (x) pode ser estendida a uma funcao periddica coradmer?2 , de modo que

0 xand x O
1 0 xand x
ef(x) =f(x 2 )

Podemos fazer o grafico desta funcao inicialmeatmithdo sua restricdo ao intervalo  x

, € depois estendendo-0 a uma funcéo periodiceyradea por fp, usando a funcdo do Maple

floor, que d& o maior inteiro menor ou igual ao nimero
[ restart:
trunc(x)"2;
trunc(x)? (1.4.1)
| with(plots):
i f := x -> piecewise(x<0,0,1);
f:=x piecewis¢ x 0,0, 1) (1.4.2)
O T00=f00;
0 x 0
f(x) = _ (1.4.3)
1 otherwise

fp 1= x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*P1)));

fp:=x f[x 2 floor(% X ]J (1.4.49)

fp2:=x->f(x mod 2*Pi);
fp2:=x f(x mod 2 ) (1.4.5)

plot(f,-10..10);




1
0,84
0,6
0,4+
0,2
1 ' I 1
10 5 0 10
'fP(x)'=fp(x);
0 x 2 roor(i X—j 0
fp(x) = 2
1 otherwise
pp :=evalf( Pi):
pl := plot(fp(x),x=-2*Pi-1.2..4*Pi+1.2,discont=true ,
thickness=2,color=COLOR(RGB,. 4,0,1)):
p2 := plot([[-2*pp,0],[-pp,1],[0,0],[pp, 1],[2*pp,0] [3*pp,
1],[4*pp,0]],
style=point,symbol=circle,color=b lack):
p3 := plot([[[-2*pp,1],[-pp.0].[0,1].[pp,0],[2*pp, 1 1.3*pp,
0],[4*pp, 1]]$3],
style=point,symbol=[circle,diamond,cross],co lor=
black):
display([pl,p2,p3],ytickmarks=2,labelfont=[HELVETIC A9],
font=[SYMBOL,9],xtickmarks=[-3*pp="-3p ,-2*pp=" -2p,
-pp="-p’,0="0",pp="p ,2*pp="2p ,3*pp="3p ,4*pp= 4p));

(1.4.6)



Outro modo de se desenhar este grafico € comhasliverticais presentes, mesmo que elas a
rigor ndo facam parte da funcao:

f 1= x -> piecewise(x<0,1);

f:=x piecewisé x 0, 1) (1.4.7)
X)=F();
f(x) ' 0 (1.4.8)
X) = 4.
0 otherwise

fp := x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*P1)));
fpi=x f [x 2 roor(% X ] ] (1.4.9)

fp(x);
1 x 2 floor[ix—] 0
2 (1.4.10)

0 otherwise

plot(fp(x),x=-2*Pi..4*Pi,thickness=2,
color=COLOR(RGB,.4,0,1),ytickmarks= 2);




H*

- |
c=— f(x) dx
> (X)
_1 _1
2 2

ak:1 [ f (x) coskx dx

-1 [ cosk x dx
‘0
_ 1 sinkx
k 0
=0,k=1,2,3,....
Os calculos acima podem ser refeitos no Maple:

f:= x -> piecewise(x<0,0,1);
f:=x piecewis¢ x 0,0, 1)

[ assume(k_,integer);
1/Pi*Int(‘f(x)*cos(k*x),x=-Pi..Pi);

[ f (X) cogkx) dx

value(subs(k=k_,%));

(1.4.11)

(1.4.12)



L 0 (1.4.13)
O coeficientey, é calculado da seguinte forma:

b=+ | F(x) sinkxcx

0 se k é par
=1 2 -
k_ se k & impar

No Maple esses calculos séo realizados da segamt@ (usando um artificio de subsitituicao
para evitar o simbolo ~).

i f:= x -> piecewise(x<0,0,1);
f.=x piecewisé x 0,0,1) (1.4.14)
0
0 x 0
. (1.4.15)
1 otherwise
[ assume(k_,integer);
1/Pi*Int(‘f(x)*sin(k*x),x=-Pi..Pi);
[ f (%) sin(kx) dx
: (1.4.16)
i subs(k_=k,value(subs(k=k_,%)));
k
1 (D (1.4.17)
k
b= unapply(%.Kk);
(1.4.18)




k
L b=k - L1 (1.4.18)

Os primeiros termos da série com sin sao

- seq(b(k)*sin(k*x),k=1..12):
2 sin(x) ’O,g sin( 3X) ’O,g sin( 5x) ’0’3 sin( 7x) ’0’3 sin( 9x) 0, (1.4.19)
3 5 7 9
2 sin(11x)
11 0

7Portanto, a série de Fourier pafa) € dada por
1 2sinx 2sin3x  2sin5x  2sin7Xx

2 3 5 7
_1, (1 ( 1Y sink
2 k=1 k

No Maple a série de Fourier trunacada na ordende per construida da seguinte forma:
FS := (x,n) -> 1/2+Sum(b(k)*sin(k*x),k=1..n);

n
FS:= (x,n) 1 b(k) sin(k x) (1.4.20)
2 k=1
g)s 8 primeiros termos séo
value(FS(x,7));
1 2 sin(x) 2 sin(3Xx) 2 sin(5x) 2 sin(7x)

> s = = (1.4.21)

A seguir comparamos o gréfico da fun¢&®) com os das séries de Fourier truncadas até 10
termos:

f := x -> piecewise(x<0,0,1);
f:=x piecewis¢ x 0,0, 1) (1.4.22)

f_:=x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));

f=x f(x 2 ﬂoor[% X )) (1.4.23)

FS := (x,n) -> 1/2+Sum(b(k)*sin(k*x),k=1..n);
n
1

FS:=(x,n) — b(k) sin(k x) (1.4.24)
2 k=1
i plot([f_(x),FS(x,1),FS(x,3),FS(x,5),FS(x,7),FS(x,9) ],x=-4.
10,
color=[black,red,blue,green,magenta,coral],lines tyle=[3,

13$5]);




Tomando mais termos na série de Fourier em gerslicEssivamente melhores aproximacoes
paraf (f) , exceto pelo fato de que a concordancia ndo torhaa nas "arestas"do grafico de

f (x). Tomemos, por exemplo, 50 termos na série:

f := x -> piecewise(x<0,0,1);

f:=x piecewis¢ x 0,0, 1) (1.4.25)
I fp 1= x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
fpi=x f(x 2 roor[% X—J) (1.4.26)
I FS := (x,n) -> 1/2+Sum((1-(-1)"k)/(k*Pi)*sin(k*x),k =1..n);

FS:=(x,n) — 1.4.27
xn) 5 - " ( )
- plot([fp(x),FS(x,50)],x=-4..4,numpoints=80,
color=[black, COLOR(RGB,0.3,0.2,1)],linestyle =[3,1]);
W\W\AI 1—%%%1
0,8-
0,6-
0,4-
0,2
r hprar T T 1 s T T T T T o
4 3 2 1 1 2 3 4




L value(FS(Pi/2,infinity));

1 (1.4.28)
Quando = > a série torna-se:
1 2(1 i1 1 1 1 )
2 3 5 7 9 11
-1 2 -1 2 _ _
=5 arctanl "2 1
[Defato,
FS(Pi/2,infinity);
1 (1 (1Y sin(%k )
= 1.4.29
2 ey ‘ ( )
- value(FS(Pi,infinity)):
1
> (1.4.30)
 evalf(%);
0.5000000000 (1.4.32)

E interessante notar que quamdo0, ou mais geralmente, quardek , ondek é um inteiro, a
série de Fourier converge para o valor 1/2. Partagsta ndo é uma genuina expansddxie De
fato, a série de Fourier converge pafa), onde

X=

xandx O

Xx=0

B NP O N|e

0 xandx

eF(x) é periddica com periodo 2
Ou seja,
F:=x-> PIECEWISE([1/2, x = -Pi],[0, -Pi < x and x < 0],
[1/2, x = 0],[1, 0 < x and x < Pi]);

(1.4.32)




1 .
2
0 xandx O
F:=x (1.4.32)
% x=0
1 0 xandx
E FP := x -> F(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi))):
plot([FP(x)],x=-4..4,
color=[COLOR(RGB,0.1,0.5,1)],linestyle=solid );
1 -
0,8—_
0,6-_
0,4-_
0,2'_
4 3 2 1 0 1 2 3 4

X

Vamos agora construir uma animacgao mostrando apegxes sucessivas de fungdes usando
séries de Fourier.

Note The functiorFS has been changed to avoid duplication of framasexhby the zero sine
coefficients

restart:

f 1= x -> piecewise(x<0,0,1);
f:=x piecewis¢ x 0,0, 1) (1.4.33)

fp 1= x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*P1)));

fp:=x f(x 2 roor[% X—)j (1.4.34)
i FS = (x,n) -> 1/2+Sum((1-(-1)"K)/(k*Pi)*sin(k*x),k =1..n);
n k .
FS:=(xn) = (1 (1) sin(kx) (1.4.35)
2 k=1 k
B forma expandida sera tipicamente,
value(FS(x,16));
1 2 sin(Xx) 2 sin(3x) 2 sin(5x) 2 sin(7x) 2 sin(9x) (1.4.36)

2 3 5 7 9
2 sin(11x) 2 sin(13x) 2 sin(15x)
11 13 15




| Fagamos os gréaficos

| with(plots):

frames := [seq(plot([fp(x),FS(x,n)],x=-4..4,numpoin ts=80,
color=[red,COLOR(RGB,.3,0.4,1)]),n=1..30)]:

plots[display](frames,insequence=true);

] 1

0,8+

1 2 3 4
X
¥V Exemplo2
Consideremos a seguinte funcéo
f(x) =X, X

ef (x) é periédica com periodo 2

Para construir o grafico déx) definimos inicialmente a funcéo no intervalo X e entédo

fazemos a extensdao periodica utilizando o coméndo
A funcéo periddica sera designada fpor

[ restart:

fi=x->x:
100'=H0);
fp 1= x -> f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
plot(fp(x),x=-2*Pi..4*Pi,color=COLOR(RGB, .4,0,1),th ickness=
2);

f(X) =x

fp:=x f[x 2 roor(% X ]]




a, = 1 [ X cosk x dx

=0,k=1,2,3,....

poisx cosk x € uma funcdo impar. No Maple temos

[ assume(k_,integer):

value(subs(k=k_,%));

O outro coeficiente é dado por

1/Pi*Int(x*cos(k*x),x=-Pi..Pi);

[ X cogkx) dx

b=— J f (X) sinkx dx

:i [ X sink x dx

(1.5.1)

(1.5.2)



-2 { X sink x dx,
‘0
pois x sink x € uma funcao par.
Vamos utilizar intergracéo por partes:
dv

l‘xsinkxdx: u (—) dx, ondeu =x andv = COSkX.
: ) dx k

(&) ey ([v(G)

Usando a formulau

temos

bzé(M) 2 (M)dx
K k 0 0 k

k K2

_ 2 cosk 0
k

2 coK

_ 2 X cosk x 2 sink x |
0

No Maple temos

[ assume(k_,integer):
1/Pi*Int(x*sin(k*x),x=-Pi..Pi);

[ X sin(k x) dx

subs(k_=k,value(subs(k=k_,%)));

b := unapply(%,k);

(1.5.3)

(1.5.4)



Os primeiros termos da série sdo, portanto
seq(b(k)*sin(k*x),k=1..6);
1

2 sin(x), sin(2x), % sin( 3x), > sin( 4x), % sin( 5x), % sin( 6x)

A série de Fourier paraxj(é portanto:
2 sin 3x sin 4 x 2 sin5x sin 6 x
3 2 5 3

:k:1( 1)k 1( 25irlka) )

2 sinx sin 2x

Para construir séries finitas truncadas definimiusado
FS := (x,n) -> Sum(b(k)*sin(k*x),k=1..n);
n

FS:=(x,n) b(k) sin(k x)

k=1
[Assim, por exemplo,
FS(x,9);
° 1 k.
2( 1) sin(k x)
k=1 k
i value(%);
2 sin(x) sin(2x) gsin( 3X) lsin( 4X) gsin( 5X) lsin( 6X)
3 2 5 3

2 . 1 . 2 .
- sin( 7X) 4S|n(8x) 9 sin( 9x)

plot([fp(x),FS(x,2),FS(x,5),FS(x,20)],x=-4..10,
color=[black,red,blue,green],linestyle=[6,1$5]);

S/amos agora comparar o grafico da série truncadi =12,5, e 20 com o da funcfx x):

(1.5.5)

(1.5.6)

(1.5.7)

(1.5.8)

(1.5.9)



| g |
W2
X 3- X

]

Notemos que quando=0, ou de de forma mais gerak k , a série de Fourier converge para o
valor 0. Por outro lado, por exemplo,

fo(3*Pi):;
(1.5.10)

Portanto, esta ndo € uma genuina expansao da fijecéion a expansédo de uma funcéo obtida
modificando a definicdo dex), de modo nesses pontos a fungéo tenha valor 8ejau

0 X=
F(x) =4 X x and x
f(x 2 )=f(x)

E possivel mostrar que a expansio em série dé&Fpara esta funcio coincide com aquela da
funcao original.

Podemos também construir uma animacéo para mestassivas aproximacoes da funcéo
através da série de Fourier, em sequéncia.

frames := [seq(plot([fp(x),FS(x,i)],x=-4..4,numpoin ts=80,
color=[black, COLOR(RGB,.6,0,3)],linestyle=[3, 1]),i=1.
.20)]:

plots[display](frames,insequence=true);
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V Exercicios

Vo1
Em cada um dos casos mostre que as dadas fungdetagonais no intervalo indicado.
@f(x)=x, g(x) =% [ 2,2]
(b)f(x) ><3 ( >=x2 [ 1,1]
©f(x)=¢, g(x) =xe™ e’ [0,2]
(d)f(x):cosx g(x) =sir’x [0, ]
(©)F(x) =x, g(x) =cos2x | =, E]
- —sinx | — 2
(N f(x) =€ g(x) =sinx 1 2 }

L
Vo2

algumas séries de Fourier truncadas com o gréé€oxd
1 xandx O
f(x) = ,

1 0 xandx

f := x -> piecewise(x<0,-1,1):

T(x)'=f(x);
f_ = x->f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));

Encontre a série de Fourier para a funtéo) definida abaixo e compare com os gréaficos de



plot(f_(x),x=-2*Pi..5*Pi,thickness=2,
color=COLOR(RGB, .4,0,1),ytickmarks=3)

1 x 0
f(x) = .
[ 1 otherwise

f =x f(x 2 roor[%X— )

H

i
Y03

Encontre a série de Fourier para a funtéx) definida abaixo e compare com os graficos de
algumas séries de Fourier truncadas com o graé€oxg

f(x) =X, X

e f(x)=f(x 2 )

f 1= x -> abs(x);
f_ = x->f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
plot(f_(x),x=-2*Pi..6*Pi,
color=COLOR(RGB,.4,0,1),thicknes s=2);
fi=x X

f =x f(x 2 roor[%x—])




vQ4
[

Encontre a série de Fourier para a fun€&o) definida abaixo e compare com os gréaficos de
algumas séries de Fourier truncadas com o graé€oxg.

0 xandx O
f(x) = ,
X 0 xandx

e f(x)=f(x 2 )

f := x -> piecewise(x<0,0,x):
'f(X)'=f(x);
f_ = x->f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
plot(f_(x),x=-2*Pi..6*Pi,
color=COLOR(RGB,.4,0,1),thicknes s=2);

l 0 X 0
f(x) = .
X otherwise

f =x f(x 2 roor[%X—])




L
VY05

Encontre a série de Fourier para a funtéx) definida abaixo e compare com os graficos de
algumas séries de Fourier truncadas com o graé€oxg.

f(X) =X, X

e f(x)=f(x 2 )

fi=x->x"2;
f = x->f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
plot(f_(x),x=-2*Pi..6*Pi,color=COLOR(RGB,.4,0,1),
thickness=2);

fr=x X

f=x f(x 2 roor[% X JJ




L
VQe

Encontre a série de Fourier para a funtéo) definida abaixo e compare com os gréaficos de
algumas séries de Fourier truncadas com o graé€oxq.
f(x)=x X o,

fi=x->x"3;
f_ = x->f(x-2*Pi*floor((x+Pi)/(2*Pi)));
plot(f_(x),x=-2*Pi..6*Pi,
color=COLOR(RGB,.4,0,1),thicknes s=2);

f=x X

f =x f(x 2 floor[% X ])

30+
20+

104

104

20

30-

L

V 2 Séries de Fourier para funcdes periddicas gerais

V Teoria Geral

Dada uma fungéb(x) definida para  x , podemos estendefx) para uma fungao

periodicafp(x), com periodd = definida para todos os numeros reais da segunieat
Para um nimemmaior que , subtraial dex até que o niumero resultamtex kT, ondek é
um inteiro positivo, esteja no intervalo x . Similarmente, para um nimersomenor do




que , adicione um conveniente multiplo intek®deT de modo qua=x kT esteja no
intervalo X . Em cada um dos casos defina a funcdo esteh@digl@omo sendb(u).

Em outras palavras, dado qualquer niumeroxrés um Unico inteiro (positivo ou negativwapl
gueu=x kTestanointervalo x , € definimod (x) como sendo igualfgu) . Uma
situacao tipica é ilustrada abaixo.

T )

Vamos supor agora que temos uma funcéo peridédiogpeniodor . A funcaof (x) pode ser
descrita completamente especificando como os sdoeg séo obtidos em qualquer intervalo
X , onde =T . Em particulard, (x) é determinada por seus valores no intervalo 0
x T

Definimos uma funcao periddiog( x) =f (% ) Esta funcdo tem periodo 2e o gréafico de

g(x) é obtidos dilantando (ou encolhendo) o gréaficofde&) por um fatorzT. Note queg(X)

pode ser descrita completamente pela especifiadano intervalo 0 x 2 .
A sua série de Fourier
C @,Cosx b;sinx a,cos2x b,sin2x az;cos3x bgsin3x ... ------- (1),

pode ser especificada no intervalo & 2 por

1 [ 1 (° 1 (°
c=— g(x) dx, a, =— g(Xx) coskxdx and b, == g(x) sinkx dx,

2y 0 0
k=1,2,3,....

Podemos, no entanto, computar os coeficientesvataente a funcéo origindl(x).
Por exemplo, pare=1, 2, 3, . . .,
2
ak=l g(X) cosk x dx
0



pois a variavel de integracdo € muda.
T

f(x) dx and b, =
0

.
Similarmenteg = £ (%) sin( 2k

1 2
T T T
0

Comof (x) = g(ﬂ j € razoavel definir a série de Fourierf ¢e) por:

T
( s{2k x) b 'n(2k x))
L \ Si T

. (6 X
pysin 2%

V Sumario

Sejaf (x) uma funcdp definida no intervalo, |e sejaT= :
Podemos estendifx) a uma fungéo peridédica com periodo T imporide kT) =
cada inteirck.

A série de Fourierda funcad (x) is

F(x)=c k:1(akcos( ZkT Xj bksin( ZkT X jj ------- 0]

2 X [ 2 X 4 X (4 X 6
c alcos{Tj blsln( T ) azcos(T) bzsm( T ) agco{

X) x fork=1,2,3,....



bssin( X)
onde c= = | f(x) dx,
2 2Kk X
ak:? f(X) co{ T )
_2 .2k X
e b= T f(X) sm( . j
Notas

« Supomos que as integrais envolvidas na definic&adeficientes de Fouriera, andb,
existem e resultam em valores reais.

* Sob condi¢cbes adequadas a série de Fourier coraef@e), caso em que a série de Fourier
(i) € chamadaxpanséao de Fouriedef (x). Se f (x) e a derivada fX§ sdo continuas por
partes, ou seja, sk(x) and f ') sdo continuas exceto em um numero finito de Foeno
qualquer periodo, e ndo temos descontinuidadestaginesses pontos, entao a série de
Fourier converge f(x) em em cada ponto ondéx) € continua. Em qualquer ponto de
descontinuidade=d a série de Fourier converge para a média dosesattos limites a direita
e a esquerda:

f(d-) + f(d+)
2

|

¥V Examplo 1
Seja a funcabdefinida por



comf(x 2)=f(x),

e considere a correspondente funcao (dilatgda) definida porg(x) =f (i j

Entao

Facamos os graficos dgx) eg(X):

[ restart
| iz x> PiF(1-%)/2:
f(X)'=f(x);
f(x) =% (1 % (2.3.1)
£ = x> f(x-2*floor(x/2)):
[ g = x-> (Pi-x)/2:
'9(x)'=g(x);
_11
g(x) = > 5 X (2.3.2)
| g_ = x -> g(x-2*Pi*floor(x/(2*Pi))):
pi := evalf(Pi):
i plot([f_(x),9_(x)],x=-2..10,y,color=[COLOR(RGB,.4,0 ,:8),
red],thickness=[1,2],
xtickmarks=[0="0",2="2",pi="p ,4=4",6=6",2*pi=" 2p ,8=

"87,3*pi="3p’,10="107,
ytickmarks=3,font=[SYMBOL,10],labelfont=[HELVET ICA,10])




N
L
A série de Fourier dg(x) é:
sink x — sinx sin 2 x sin 3 x sin 4 X sin 5x sin 6 X sin 7 X
k=1 K 2 3 4 5 6 7
sin 8 x
8
Podemos verificar este resultado:
i Tg := 2*Pj;
Tg:=2 (2.3.3)

bg:=k-> 2/Tg*int(g(x)*sin(k*x), x = 0 .. Tg);

Tg
2 U g(X) sin(kx) dx]
—K 0

= 2.34
bg Tq (2.3.4)
- sum(bg(K)*sin(k*x), k = 1 .. 8):
sin(x) 1 sin( 2x) 1 sin( 3x) 1 sin( 4x) 1 sin( 5x) 1 sin( 6x) (2.3.5)
2 3 4 5 6 e
1 . 1 .
- sin( 7X) 3 sin( 8x)
|50rtanto, a série de Fourierfde) é
sink X —sin x sin2 x sin3 x sin4d x sin5 x sin6 x
k=1 K 2 3 4 5 6
sin7 Xx sin8 Xx
7 8

Podemos verificar este resultado:



T:=2;
T:=2

I I

assume(k, integer);
b:=k-> 2/T*int(f(x)*sin(2*k*Pi*x/T), x =0 .. T);

x
[ 2k X
Z[Jf(x)sm( . )dx]
b:=k

0
T

sum(b(k)*sin(2*k*Pi*x/T), k = 1 .. 8);
sin( x) %sin(z X) %sin(3 X) %sin(4 X) %sin(S X)
1 . 1 . 1 .
Esm(G X) 7sm(7 X) gsm(S X)

IEagamos os graficos @léx) junto com a série de Fourier truncada:
sin2 X sin3 X sin4 X
2 3 4

ftr =sin x

f:=x->Pi*(1-x)/2;

f = x -> f(x-2*floor(x/2));

f =x f(x 2 floor(% x))

ftr := sum(b(k)*sin(2*k*Pi*x/T), k = 1 .. 4);

ftr ;== sin( x) %sin(z X) %sin(3 X) %sin(4 X)

plot([f_(x),ftr],x=-2..5,"f(x) ",
color=[COLOR(RGSB,.4,0,.8),red]);

15

1
f(x)
0,5

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

(2.3.11)



¥V Exemplo 2
Seja f definida por:
0 0 xandx 1
f(x) =

sendof (x 3) =f(X)

Facamos o grafico déx) :

2 1 xandx 3

[ restart;
[ f := x -> piecewise(x<1,0,2):
10'=100);
f(x) ° * (2.4.2)
X) = 4.
2  otherwise
= x> f(x-3*floor(x/3)):
T (x)'="f(x-3*floor(x/3))’;
f (x) =f (x 3 floor(% x) ) (2.4.2)
- “=value(rhs(%));
0O x 3 roor(l x) 1
= 3 (2.4.3)
2 otherwise
" plot(f_(x),x=-1..8,y,color=COLOR(RGB, 4,0,1),thickn ess=2);
ﬁ__
1,54
y 11
0,51
I I 1 I
1 0 1 2 3 4 5 8
X
O coeficiente constante da série de Fourief de é



[ f := x -> piecewise(x<1,0,2):
T:=3;
= UTHNtCf(X), x=0..3);
c:=
i c:=value(%);
i

‘o
3
:l[de
3‘1
_4
3
T:=3
3
lJf(x) dx
3 0
o=
3

os coeficientes da funcdo cosseno séo dados por

3
ak:% [f(x) co{ 2k3 X)dx
1

-2
3

3
[200{22 dex
1

Parak=1, 2, 3,4, ... ,sin( 2k

) tem valores

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)



V3 V3 0\/3 V3 O\/B
2 ) 2 ) ) 2 1 2 1 1 2
V3 3 3 V3
BT R  RTRAT s

De fato,
a:=k->2/T*int('f(x)"*cos(2*k*Pi*x/T),x=0..3);

3
) , 2Kk X
Z[Jf(x) cos( . )dx}
-k 0

a.= T

a(n);

2(25ir(n ) cogn ) sin(%n ))

n

interface(showassumed = 0); n :='n’; assume(n, int

a(n);

[

Os coeficientes da funcéo seno sdo dados por
3

bk=£J f (X) sin( 2K X)dx
1

, ..., S€ modo que os coeficien®sao:

V3
=

(2.4.7)

(2.4.8)
eger);

(2.4.9)

(2.4.10)



Parak=1, 2, 3, 4, . .. cos{&j 1 tem valores

’ 3
3 3 3 3 3 3 3 - .
> 2,O, > 2,0, > 2,0, > ..., de modo que os coeficientgsao:
3 3 3 3 3
b,= —,b,= —,by,=0,b,= —,b.= —,b,=0,b,= —
1 2= 5 3 4= 4 5 5 6 7 7
i b:=k->value(2/T*Int('f(x)*sin(2*k*Pi*x/T),x=0..3))
3
2 [J 'f(x)'sin( ZkT dexJ
b:=k valu 0 = (2.4.11)
b(k);
2( 2 cogk )2 1 cos(%k ))
(2.4.12)
k
i value(b(n));
2( 1 cos(%n ))
(2.4.13)
n
i FS:=h->c+sum(a(n)*cos(2/T*n*Pi*x)+b(n)*sin(2/T*n*Pi *x),n=1.
.h);
" 2 2
FS:=h ¢ (a(n) cos{ 4 X) b(n) sin( n_x )) (2.4.14)
n=1 T T
- FS(6)

(2.4.15)



2 (2
4 \/?cos(g x) 3sm(§ x) 1 \/_cos(3 )
= = (2.4.15)
3 2
. (4 . (8
3 sm(g x) 1 \/_005(3 ) 3 sm(g x)
2 4 4
. (10
1 V3 cog — ) 3 sm(? x)
5 5
[
plot([f_(x),seq(FS(i),i=1..7)],x=-1..5,y,
color=[black,red,blue,green,magenta,coral,brow n,navy],
linestyle=[3,1$5]);
V' 0 ‘v / A“'{A‘\'
| I /
|
-
| [l
| |
. A\WAWix .
2 3 (§< X7 4 5
X
f_(x);
1
0 3fl = 1
§ Oor( 3 X) (2.4.16)
2 otherwise

Facamos uma animacao do processo de convergémteaqble nos extremos da onda quadrada a
convergéncia é muito lenta.

frames := [seq(plot([f_(x),FS(i)],x=-1..5,y,
color=[black,red],numpoints=50+i,linestyle=[3,1] ),i=1.
.50)]:

plots[display](frames,insequence=true);




V Exemplo 3
Sejaf definida por

1 2 xandx O
f(xy=17 0 0 xandx 1
1 1 xandx 2

comf(x 4)=f(x).

Para fazer o grafico déx) inicialmente definimos a funcdo no interva® x 2, e depois
estendemos a definicdo flex) para todos os nimeros reais usando a periodicidadduncao
estendida é denotada pbr( x).

[ restart;
[ f:= x -> piecewise(x<0,-1,x<1,0,1):
'f(X)'=f(x);
1 x 0
f(x)y=9 0 x 1 (2.5.1)

1 otherwise

I I

f_ = x->f(x-4*floor((x+2)/4)):
T (X)'="f(x-4*floor((x+2)/4))";

(25.2)



_ 1.1
£ (x) =f (x 4 roor( X ) ) (2.5.2)
- plot(f_(x),x=-4..8,color=COLOR(RGB,.4,0,1) thicknes s=2);
17
0,57
4 > 0 ? 4 ¢ 3
0,5 ]
Calculemos os coeficientes da série de Fourieer@d constante é dado por
2
c= %J 2f(x) dx
1
=7 (1)
_ 1
e
i T:=4;
T:=4 (2.5.3)
[ f := x -> piecewise(x<0,-1,x<1,0,1):
c:=1/4*int(f(x),x=-T/2..T/2);
- 1
c:.= 4 (2.5.4)
L

Os coeficientes dos cossenos sao dados por
2

ak:%J f (X) co{ kzxjdx

2




Parak=1,2,3,4,..., sin(k?] temvalores 1,0,1,0,1,0, 1, ..., de modo que os
coeficientes, sdo:
1 1 1 1
a= —,a=-0a,=—,a=0,a.= —,a,=0,a,=—, ...
1 a,=0,85 3 4= 8 5 29 775
De fato,
a:=k->2/T*int("f(x)*cos(2*k*Pi*x/T) ,x=-T/2..T/2);
1
2 2k
2 J 'f(x)'co{ X)dx
T
iy
a:=k T (2.5.5)
a(n);
sin(l n )
2 ) (2.5.6)

b:=k->2/T*nt(‘f(x)*sin(2*k*Pi*x/T) ,x=-T/2..T/2);

5T
, . . [ 2k x
ZJ f(X) sm( - )dx
Ly
b:=k T (2.5.7)
- b(n);
2cogn ) 1 cos(%n )
(2.5.8)
n
I FS:=h->c+sum(a(n)*cos(2/T*n*Pi*x)+b(n)*sin(2/T*n*Pi *x),n=1.
h);
" 2 2
FS:=h c (a(n) co{ N Xj b(n) sin( N X)) (2.5.9)
n=1 T T
- Fs(e);
1 (1 3
1 cos(2 x) 35|n(2 x) sin( x) 1 co{2 x) ,
n 3 (2.5.10)




sin(% x)

ol 3

1
5

11

plot([f_(x),seq(FS(i),i=1..7)],x=-3..3y,
color=[black,red,blue,green,magenta,coral,brow n,navy],
linestyle=[3,1$5]);

2% Q\,%zl
K>

f_(x);
1 1
1 x 4floor(4 X 2) 0
1 1 (2.5.11)
0 X 4floor( 4 X 2) 1

1 otherwise

Facamos uma animacao do processo de convergémteaqble nos extremos da onda quadrada a
convergéncia é muito lenta.

frames := [seq(plot([f_(x),FS(i)],x=-5..5,y,
color=[black,red],numpoints=50+i,linestyle=[3,1] ),i=1.
.50)]:

plots[display](frames,insequence=true);




<

[

V Exercicios

Para cada funcao f definida a seguir,

(a) Determine as férmulas para os coefiecientdsodeier da func¢db e mostre os primeiros
termos da série.

(b) Compare os graficos de algumas séries de Fduriecadas com o gréfico fle

0 0 xandx 2
3 2 xandx 4

f(x 4)=f(x)
1 1 xandx O
2 f(x) = 2
X 0 xandx 1
f(x 2)=f(x).
3 f(x)=sinx, 0 X
f(x )=f(x
4 f(x)=sinx, — X —




LL
V¥ 3 Forma complexa da série de Fourier

V¥ Base exponencial complexa e coeficientes da expamsa

Seja a série de Fourier de uma funcéo periotlisa dada por
F(x)=c+ (akcos(u) bksin( K XJ) 0]
k=1 L L

ondef (x 2L)=f(x). Usando as f(’)r_mulas de Euler
€ =cos isin

e .
cos =& €'
2
. d e
sin = i
podemos reescrever (i) como
k ix k ix k ix
L L L
_ e e e e
F(X) —c+k_1[ak[ > J bk[ Y
ou
. k ix .
3 by ¢ 3 iby
F(x)=c+ [(—je e
k=1 2 2
- i by, i by
Definindoc,=¢, ¢ = andc = temos
k ix k ix
_ L L
F(X) =cy+ (cke c e )
k=1
ou
k ix k ix
_ L L
F(X) =¢y+ e + c.e
k=1 k= 1
k ix
F(x)=  ge "




Similarmente,

L k ix
_ 1 L
5L f(x) e X
L
1 L
além dlssocozz Lf(x) X.
Portanto
L L k ix
Ck:z f(x) e L X,

para todos valores inteiros de

Notas:
«Comof(x 2L)=f(x) ¢ podetambém ser escrito como

2L k ix

1 L
C= "5 f(x)e X.
L 0

« Sef (x) € uma funcéo real, entéq =, onde z denota o0 complexo conjugadozie

|q4=/ai bﬁparak 0.

Neste caso os coeficientes na forma trigonométiacsérie de Fourier podem ser recuperados
a partir dos coeficientes complex@stravés das formulas:

3=0 ©,=0 G=2Rqq),




bk:i(ck ck):i(ck Q):Zlm(ck).

Ortogonalidade
k ix
L

As funcdes (X)) =e
Fourier complexa

formam um conjunto
k ix 2 ix i X ix 2 ix
, e

L , ..., € L , e L,l,eL,e L

gue é mutuamente ortogonal relativamente ao prczkdalar
L

De fato,

L
m k
ek (i)

Verifiguemos a relagao (ii). Suponhamos goe k. Entéo
L

= e X
L
k
= L e( T) L
(k- m) i L
_ L [e(k m i gk m |]
(k- m) i
L k m m Kk
= 1 1
o I[( ) (™
=0.
Por outro lado,
L
(X (X)) = W(X) (X) o

,parak= ..., 3, 2, 1,0,1,2,3,...,que aparecem na série de




No Maple este resultado pode ser calculado damsegiorma:

f:= k -> exp(I*k*Pi*x/L) ;

fc ;= k -> exp(-I*k*Pi*x/L) ;

fci=k e

I I

assume(k, integer); assume(m, integer);
int(f(k)*fc(m), x = -L .. L);
0

int(f(k)*fc(k), x = -L .. L);
2L

Podemos definir a magnitude d¢x) pela relacéo
L

1) =VTx) f(x) =] f(x)f(x)dx=

L

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

Podemos mostrar que as regras acima satisafazestasque definem formalmente um produto

interno, ou seja,

@f(x) g(x)=g(x) f(x) ----- 0 produto interno é simetricamente conflma

(b) ISer e ssao escalares complexos, entao

[rf(x) sg(x)] h(x)=r[f(x) h(x)] s[f(x) h(x)]

e

h(x) [rf(x) sg(x)]=r[h(x) f(x)] s[h(x) f(x)]

bilinear.

(©)f(x) g(x) isreal e ndo negativo fgx) f(x) =0 quandd (x) =0

€ positivo definido.

o produto interno é

0 produto interno

Do ponto de vista de espacos vetoriais uma fungim&iderada como um vetor que pode ser

expressa como uma combinacao linear dos vetoreasie{ , (x),

k ix

ou



k ix
L

onde (X) =e
As componentes déx) com relacao a esta base sdo as componente derepuEstas
componentes podem ser determinadas projetantio¢ssobre cada funcéo de base, ou seja,

=c,(2L)
Hence
_ 1
Chn= 5L (x) LX)
1 L m 11X
_ 1 L
=50 f(x) e dx

¥V Examplo 1
Sejaf definida por
fx)y=x, 0 x 2,
f(x 2 )=f(x).
Determinemos a expansao de Fourier desta funcBiyma complexa. O gréfico desta fungéo é
mostrado abaixo:

restart;
f:= x -> x-2*Pi*floor(x/(2*P1));
plot(f(x),x=-2*Pi..20,color=COLOR(RGB,.4,0,.9));

— 1x
fi=x x 2 roor(2 j




X
O coeficiente constante é
2
1
Co="1— [ X dx
2
_1 X ]2
2 2|0
Os outros coeficientes séo dados por
2
C = S [ xe Xdx.
2 g

Notemos que
~ |kx ~ dV |kX
‘xe dx:lu(—)dx, ondeu=xev=——.
. _ dx i k
du

Usando a férmula de integracao por paﬂta{ dv ) dx=uv (Jv (— ) dxj, temos

dx dx
1 (xei\ |2 10 e ikx
Ck‘z_( ikj 0 2 | ik
2 e2ki 1 eikX 2
2K i 2 K2 0
1
"k ©

dx

-1
k'

De fato,

[ assume(k, integer);

{ L := Pi;

(3.2.1)



L:= (3.2.2)
c:=k->int(x*exp(-I*k*Pi*x/L), x = 0 .. 2*Pi)/(2*L);

2 Tk x
xe - dx
-, 4 0
c:=k > L (3.2.2)
ek
I
” (3.2.3)
)
(3.2.4)
A série até uma ordem h é dada por
FS :=h-> ¢(0)+sum(c(n)*exp(I*n*Pi*x/L), n =1 .. h) +sum(c
(n)*exp(I*n*Pi*x/L), n = -h .. -1);
h In x 1 In x
FS:=h c¢(0) c(n) e L c(n) e L (3.2.5)
n=1 n= h
 FS(7);
ix 1 . 2ix 1 3ix 1 aix 1 5x 1 61x 1 7ix
le 2Ie 3Ie 4Ie 5Ie 6Ie 7Ie (3.2.6)
1. 7ix 1, eix 1,  s5x 1 aix 1, 3ix 1  2ix I
7Ie 6Ie 5Ie 4Ie 3Ie 2Ie le
Os coeficientesa, eb, na correspondente série trigonometrica farg sdo dados por
a:=k->2*Re(c(k)); b:=k->-2*Im(c(k));
a=k 2 (c(k))
b:=k 2 (c(k)) (3.2.7)
 akib(k);
0
2
K (3.2.8)
I FStrig := h-> ¢(0)+sum(a(n)*cos(n*Pi*x/L)+b(n)*sin( n*Pi*
x/L),n=1..h);
h
FStrig:=h ¢(0) (a(n) cos{ A Xj b(n) sin( n_x j) (3.2.9)
n=1 L L
I FStrig(7);
: . 2 . 1 . 2 . 1 .
2sin(x) sin(2x) 3 sin( 3x) > sin( 4x) S sin( 5x) 3 sin( 6x) (3.2.10)
2 sin( 7x)

7




plot([f(x), seq(FStrig(i), i=1..7)],x=-3 ..
color = [black, red, blue, green, magenta, coral, b
navy], linestyle = [3, "$°(1, 5)]);

3.,
rown,

plot([f(x),FStrig(30)], x=-9 .. 9, y, color = [blac
linestyle = [3,1]);




