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Probabilidade e Estatística, 2008/2 
CCT - UDESC

Prof. Fernando Deeke Sasse

Problemas Resolvidos

1 Dados relativos à espessura, em angstroms, de óxido em semicondutores são listados a seguir: 425, 
431, 416, 420, 421, 435, 418, 409, 432, 433,423, 426, 410, 434, 435, 428, 412, 426, 411, 436, 421, 
427, 418, 417.
(a) Calcule um estimador pontual da espessura média de óxido para todos os membros da população.
(b) Calcule um estimador pontual para o desvio padrão da espessura de óxido para todos os membros 
da população. 
(c) Calcule o erro padrão para o estimador pontual da parte (a). 
(d) Calcule um estimador pontual da mediana. 
(e)  Calcule um estimador pontual da proporção de semicondutores na população que tem espessura 
de óxido maior do que 425.
Solução
(a)

 restart
with Statistics :
L � 425, 431, 416, 420, 421, 435, 418, 409, 432, 433, 423, 426, 410, 434, 435, 428, 412,

 426, 411, 436, 421, 427, 418, 417:
Lt � rtable L, subtype= Array ;

Lt :=

 1 .. 24 Array

Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

n � nops L ;
n := 24

� � Mean L
� := 423.5000000

(b) 

S2� sum
L i � �

2

n� 1
, i = 1 ..n

S2:= 72.26086957

sest� sqrt S2
sest:= 8.500639362

Diretamente com o comando do pacote, 
s� StandardDeviation L

s:= 8.500639362

(c) O erro padrão da média estimada é dado por 
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� P � evalf
s

n
� P := 1.735185744

ou
StandardError  Mean, Lt ;

1.735185744

(d) A mediana
Median L

424.

(e)
k � 0 :
for i to n do 
  if L i � 425 then k � k� 1 end if;
 od
k

11

Ou seja, o estimador pontual da  proporção é

evalf
k
n

0.4583333333

;

2 Duas máquinas produzem um mesmo tipo de peça com um mesmo parâmetro de especificação m. 
No entanto, a máquina 1 é mais nova que a máquina 2 e, consequentemente, tem um menor 
variabilidade do parâmetro nas peças produzidas. Sabemos que a variância associada à máquina 1 é 

�
1
2 e que a variância associada à máquina 2 é � 2

2
= a � 1

2
 . Suponha que temos observações 

independentes para o parâmetro na máquina 1 e na máquina 2. 
(a) Mostre que 
                                  

é um estimador não-tendencioso de �  para qualquer  0 < �  < 1. 
(b) Determine o erro-padrão do estimador de �  da parte (a) .

(c) Qual o valor de a que minimiza o erro padrão do estimador pontual de m ? 

(d) Suponha que a = 4 e n1 = 2 n2 . Que valor de �  deve ser selecionado para minimizar o erro-padrão

do estimador de �  da parte (a) ? Quão ruim seria a escolha do parâmetro �  = 0.5  ? 

Solução
(a)      

(b)  
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(c) 
restart

ep2:=
� 1

2
 �

2
 n2� 1 � �

2
 a n1

n1 n2

ep2:=
1
2

 
� 1

2
 �

2
 n2� 8 1� �

2
 n2

n22

eq := alpha^2*n2+(1-alpha)^2*a*n1;

eq:= �
2
 n2� 8 1� �

2
 n2

eq2� diff eq, � = 0
eq2:= 2 �  n2� 16 1� �  n2= 0

� s � solve eq2, �

� s :=
8
9

(d)
a � 4; n1 � 2� n2

a := 4
n1 := 2 n2

� s
8
9

O erro padrão neste caso é 
assume� 1 � 0

ep1 := sqrt(evalf(subs([a = 4, n1 = 2*n2, alpha = 1 .*alpha[s]
], ep2)));

ep1:= 0.6666666666 � ~1 
1
n2

Se � s = 0.5 temos 
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sqrt evalf subs a = 4, n1 = 2 * n2, �  = 0.5 , ep2 ;

1.060660172 � ~1 
1
n2

Ou seja, bastante acima do erro mínimo. 

3 Uma população normal tem média 100 e variância 25. Qual deve ser o tamanho da amostra 
aleatória para que o erro padrão da média amostral seja 1.5 ?

Solução
restart:

assume(mu,real); assume(sigma,real);assume(sigma>0) ;

f := t->1/2*2^(1/2)/Pi^(1/2)/sigma*exp(-1/2*(t-mu)^ 2/sigma^2)
;

f := t�
1
2

 
2  e

�
1
2

 
t � � 2

� 2

�  �

mu := 100; sigma := 5;
� := 100

� := 5

O erro padrão da média é dado por 

e1� 1.5 =
�

sqrt n

e1:= 1.5 =
5

n

solve e1, n
11.11111111

Portanto, n = 12. 

4 A capacidade compressiva  do concreto é normalmente distribuída com m = 2500 psi e s = 40 psi. 

Determine a probabilidade de que uma amostra aleatória de n = 7 elementos tenha capacidade 
compressiva no intervalo de 2490 psi a 2520 psi. Qual o erro padrão da média amostral ?
Solução. 

restart
sigma := 40; mu := 2500; n := 7;
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� := 40

� := 2500
n := 7

O erro padrão é:
sigmaM := evalf(sigma/n^(1/2));

sigmaM:= 15.11857892

X1� 2520;X2� 2496;
X1:= 2520
X2:= 2496

ZZ := (XM-mu)/sigmaM;
ZZ:= 0.06614378278 XM� 165.3594570

z1� subs XM= X1, ZZ ; z2� subs XM= X2, ZZ
z1:= 1.3228756

z2:= � 0.2645752

f := (t,m1,s1)->1/2*2^(1/2)/Pi^(1/2)/s1*exp(-1/2*(t -m1)
^2/s1^2);

f := t, m1, s1 �
1
2

 
2  e

�
1
2

 
t � m1 2

s12

�  s1

P1� evalf int f t, 0, 1 , t =� � ..z1
P1:= 0.9070616246

P2� evalf int f t, 0, 1 , t =� � ..z2
P2:= 0.3956683635

P1� P2
0.5113932611

5 A vida efetiva de um componente utilizado em um motor é uma variável aleatória com uma média 
de 5000 h e desvio padrão de 40 h. A distribuição de vida efetiva é  próxima à distribuição normal. O 
fabricante do motor introduz uma melhoria no processo de manufatura deste componente que 
aumenta a vida média para 5050 h e decresce o desvio padrão para 30 h. Suponha que uma amostra 
aleatória de n1 = 16 componentes é selecionada a partir do processo antigo e n2 = 25 do processo 
melhorado. Qual é a probabilidade de que a diferença nas duas médias  amostrais  seja de ao menos 
25 horas ? Suponha que os dois processos são independentes. 

Solução
A distribuição da média amostral X1 é normal, com média 

X1M� 5000
e desvio padrão

� 1 M �
40

sqrt 16
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� 1 := 10

A distribuição da média amostral X2 é normal, com média e desvio padrão amostral dados por
X2M� 5050

X2M:= 5050

� 2 M �
30

sqrt 25
� 2 := 6

A distribuição de X2M� X1M é normal, com média � 2 � � 1 = 5050� 5000 = 50 e variância 

� 2

2

n2 
�

� 2

2

n1
= 62 � 102 = 136

Queremos agora determinar 
P X2M� X1M� 25

Variável normalizada

Z � evalf
25� 50

sqrt 136
Z := � 2.143732314

with Statistics : X := RandomVariable Normal0, 1 ;
X := _R2

1�  CDF X, Z
0.9839728293

Usamos aqui o seguinte fato: 

6 Seja a função densidade de probabilidade 
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Determine o estimador de máxima verossimilhança para q.  

   R:  
1

2 n �
i = 1

n

xi

7 Ilustre através de um exemplo o fato de que a média amostral é um estimador não tendencioso. 
Verifique a validade da fórmula de estimação da variância da média amostral. 

Solução.
Tomemos a lista

restart
with Statistics :
L1 � 2, 3, 6, 8, 11

L1 := 2, 3, 6, 8, 11

n1 � nops L1
n1 := 5

k1 � rand 1 ..n1
k1:= proc

proc option builtin = RandNumberInterface; end proc 6, 5, 3 � 1
end proc

Geramos todas as 25 amostras  de 2 elementos da população dada pela lista L1:
NA� 200 :
for j from 1 to NA do
     LL1 j � L1 k1 , L1 k1
 od:
LL1b� seq LL1 h, h = 1 ..NA :
LL1c� op LL1b

LL1c:= 2, 2 , 2, 3 , 2, 6 , 2, 8 , 2, 11 , 3, 2 , 3, 3 , 3, 6 , 3, 8 , 3, 11 , 6, 2 ,
6, 3 , 6, 6 , 6, 8 , 6, 11 , 8, 2 , 8, 3 , 8, 6 , 8, 8 , 8, 11 , 11, 2 , 11, 3 ,
11, 6 , 11, 8 , 11, 11

N1 � nops LL1c
N1 := 25

Cada uma destas amostras tem média:
for k from 1 to N1 do
   X1 k � Mean LL1c k
 od:
LLL1 � seq X1 m, m= 1 ..N1 ;

LLL1 := 2., 2.500000000, 4., 5., 6.500000000, 2.500000000, 3., 4.500000000,
5.500000000, 7., 4., 4.500000000, 6., 7., 8.500000000, 5.,5.500000000, 7., 8.,
9.500000000, 6.500000000, 7., 8.500000000, 9.500000000,11.

A média deste estimador é:
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M1� Mean LLL1

M1:= 6.

Note que
Mean L1

6.

que coincide com a média populacional. Verificaremos agora a validade da fórmula para a variância 
da média.
A variância da população (variância verdadeira) é dada por 

V �
sum L1 m� Mean L1 2, m= 1 ..n1

n1
V := 10.80000000

A fórmula para o a variância  da média, nos diz que esta pode ser estimada por 

V
2

2.323790008

pois 2 é o número de elementos na amostra. 
O desvio padrão da população é então

DP� sqrt V
DP:= 3.286335345

Nota: o comando do Maple, 
� � StandardDeviation L1

� := 3.674234614

interpreta o a lista L1 como uma lista amostral, fazendo, por isso o cálculo:

sum L1 m� Mean L1 2, m= 1 ..n1
n1� 1

3.674234614

De fato,  desvio padrão da distribuição amostral das médias (erro padrão das médias) é

sum LLL1 m� M1 2, m= 1 ..N1
N1

2.323790008

o que concorda com o resultado fornecido pela fórmula de estimação.
Uma vez estabelecida a verificação da fórmula para este caso ideal, consideremos agora um 
exemplo mais realístico. Seja a população descrita pela lista

restart
with Statistics :
L � 6, 5, 8, 7, 7, 8, 6.5, 4.3, 2, 6, 4, 5, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 7, 6, 72, 5, 6,7, 9, 10, 9, 4.1, 6.2,

8.1, 7, 8.5, 11.2, 4.2, 10.1, 9.3, 7.1, 8.3, 6.7, 15.1, 9.5, 13.3, 11.2, 4.5, 10.2, 11.9, 5.3,
7.7, 5.6, 7.7, 7.8, 9.1:

n � nops L
n := 52

k � rand 1 ..n :
Tomemos 40 amostras aleatórias  de 7 elementos da população dada pela lista L:

NA� 40 :
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for j from 1 to NA do
     LL j � L k , L k , L k , L k , L k , L k , L k
 od:

Cada uma destas amostras tem média:
for k from 1 to NA do
   X k � Mean LL k
 od:
LLL � seq X m, m= 1 ..NA ;

LLL := 17.62857143, 6.528571429, 7.085714286, 5.342857143, 7.514285714,
7.200000000, 6.957142857, 6.900000000, 7.328571429, 7.728571429, 8.214285714,
6.157142857, 7.171428571, 16.40000000, 9.671428571, 15.85714286, 8.228571429,
7.371428571, 8.757142857, 5.371428571, 10.20000000, 8.057142857, 6.942857143,
6.514285714, 7.742857143, 7.314285714, 9.285714286, 8.100000000, 7.471428571,
7.142857143, 7.114285714, 6.385714286, 5.842857143, 8.614285714, 8.042857143,
7.414285714, 13.92857143, 6.642857143, 18.18571429, 5.914285714

A média deste estimador é:
M � Mean LLL

M := 8.506785715

Notemos que 
Mean L

8.509615385

de modo que M1 é bem próximo do valor verdadeiro. Verificaremos agora a validade da fórmula 
para a variância da média.
A variância da população (variância verdadeira) é dada por 

V �
sum L m � Mean L 2, m= 1 ..n

n
V := 86.02471525

A fórmula para o a variância  da média, nos diz que esta pode ser estimada por 

V
7

3.505601951

pois 7 é o número de elementos nas amostras. O desvio padrão verdadeiro da distribuição amostral 
das médias (erro padrão das médias) é

sum LLL m � M 2, m= 1 ..NA
NA

3.196008334

O que concorda aproximadamente com a estimação. 


