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1. O papel da Estatistica na Engenharia

1. O método da engenharia (cientifico) e o
pensamento estatistico

2. Coleta de dados

3. Modelos mecanisticos e empiricos

4. Modelos de probabilidade



1-1 Método cientifico e Pensamento Estatistico

Passos:

1. Desenvolva uma descricéo clara e concisa do problema.

2. ldentifique, ao menos tentativamente, os fatores importantes que afetam
este problema ou que podem desempenhar um papel na sua solucéo.

3. Proponha um modelo para o problema , usando o conhecimento
cientifico/de engenharia do fenébmeno estudado. Estabeleca as limitacoes
ou suposicoes do modelo.

4. Realize experimentos apropriados e colete dados para testar ou validar o
modelo tentativo ou conclusotes feitas nos passos 2 e 3.



Passos (cont.) :

5. Refine 0 modelo com base nos dados observacionais.

6. Manipule o modelo como modo de desenvolver uma solucao para
0 problema.

7. Conduza um experimento apropriadoparato confirmar que a
solucdo proposta do problemas é efetiva e eficiente.

8. Chegue a conclusdes ou faca recomendactes baseadas na
solucao do problema.



Desenvolva uma clara descricao

|

ldentifique os fatores importantes

»

Faca experimentos

A

Proponha ou refine um modelo

|

Manipule o modelo

|

Confirme a solucéao

|

Conclusotes e recomendacoes




Estatistica - lista com a coleta, apresentacéo, andlise e
uso de dados para tomar decisoes, resolver problemas,

elaborar produtos e processos.

Meétodos estatisticos — ajudam a descrever e entender

successivas observacdes de um sistema ou
fenOmeno n&o produzem exatamente 0 mesmo
resultado.

variabilidade
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Exemplol: Variabilidade no consumo de combustivel de um veiculo

Potenciais fontes de variabilidade do sistema:

Tipo de condicOes de estrada (cidade ou rodovia)

Mudancas nas condi¢c6es do veiculo ao longo do
tempo (presséo dos pneus, compressao, desgaste de
valvulas)

Marca ou categoria de gasolina utilizada
Condicdes meteorologicas
Modo de dirigir

Outros fatores

Estatistica: fornece uma teoria para analisar estas fontes de variabilidade
(quais as mais importantes ?) de forma quantitativa.



Exemplo 2 : Confeccao de um conector de nylon a ser usado num motor

Problema: Determinar a especificacao da espessura da parede
nos conectores a serem produzidos

Especificacao esperada: 3/32 in

Qual o efeito desta especificacao na forca de
resisténcia do conector ?

Conector pode falhar quando a forca € muito
pequena

Forca de resisténcia X de 8 prototipos de espessura 3/32 in. (pounds)

constante 12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1.

X=m+e— | Perturbacdo randomica

N

Variavel randdomica 8




Diagrama de pontos: evidenciam a localizacao e a variabilidade

12 13 14 15
Média:
> with(stats):
> X:=[12.6, 12.9, 13.4, 12.3, 13.6, 13.5, 12.6, 13.1]

> describe[mean](X);
13.00000000

Engenheiro cré que tal valor da forca pode ser muito baixo para atender
as especificacOes desta aplicacéao.

l

Design alternativo
com espessura
maior: 1/8 in




Forca (1/8in) |12.9,13.7,12.8, 13.9, 14.2,13.2, 13.5, 13.1.

Média : 13.4
3 inn
. e o S ses’ ° © .:Em[“h
12 13 14 15 o:é inch

Tais resultados parecem indicar gue um aumento na espessura
Da parede resultou num aumento da forca de resisténcia.
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Algumas questobes:

« Como sabemos gue outra amostra de prototipos nao dara diferentes
resultados ?

 Uma amostra de oito prototipos € adequada para dar resultados
confiaveis ?

» Se usarmos os resultados dos obtidos até agora para concluir que o
aumento da espessura da parede aumenta a resisténcia, quais sao 0s
riscos associados com esta deciséo ?

- E possivel que o aparente aumento da forca de resisténcia observado
Nos prototipos de maior espessura seja devido somente a variabilidade
inerente do sistema e que 0 aumento da espessura do elemento

(e de seu custo) nao tenha realmente qualquer efeito na forca

de resisténcia ?
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Inferéncia estatistica

Estabilidade das fontes de
variabilidade

A 4

Generalizacédo de observacoes de amostras para a
Totalidade da populacéo

Incertezas e riscos devem ser quantificados
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Estudo enumerativo: uma amostra é utilizada para fazer uma
inferéncia sobre a populacdo da qual a amostra é retirada

sobre uma populacao ainda nao existente (futura).

Estudo analitico: uma amostra é utilizada para fazer uma inferéncia

A

Estabilidade

Analise estatistica

13




Enumerative
stuidy

Time

sample

.".'1. .".'2. .

Analytic
study

o
r——--""-—""-—""=-"7"—-"7-- =
| |
| |
| |
| Future |
: population :
| ?' |
| |
| |
| |
e i

14



1-2 Coleta de dados

Estudo retrospectivo usando dados historicos
Estudo observacional

Experimento projetado

w0 D

Observacao de processos ao longo do tempo
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1-2.1 Estudo retrospectivo

Sistema: Coluna de destilagcao acetona-alcool butilico

Fatores que podem afetar o destilado
1. Temperatura de re-ebulicao

2. Temperatura do condensado

3. Taxa de refluxo

A

A 4

Variavel de estudo: Concentracao de acetona
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Dados arquivados:

1. Concentracao de acetona em uma amostragem a cada hora
do produto de saida

1. Grafico da temperatura de reebulicdo com o tempo
2. Log da temperatura do condensador

3. Taxa de refluxo nominal a cada hora (normalmente mantido constante)

Possivel objetivo de estudo:  descobrir as relacdes entre as
duas temperaturas e a taxa de refluxo na concentracéo de
acetona do produto final.

O estudo pode envolver todos os dados arquivados em um
periodo de tempo, ou somente uma amostra
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Possiveis problemas deste tipo de estudo:

1.

Podemos nao ser capazes de ver a relacao entre a taxa de refluxo e
a concentracao de acetona, pois a taxa de refluxo ndo mudou muito ao
longo do tempo considerado.

Os dados arquivados das duas temperaturas (que sao arquivados
guase constinuamente) nao correspondem perfeitamente as medidas
de concentracdo de acetona (feitas a cada hora). Nao € 6bvio como
construir uma correspondéncia aproximada.

A producao mantém as duas temperaturas tdo proximas quanto
possivel a valores determinados. Como as temperaturas mudam tao
pouco, pode ser dificil obter seu impacto real na concentracao de
acetona.

Dentro dos limitados intervalos de possivel variacdo, a temperatura do
condensado tende a subir com a temperatura de reebulicao.
Consequentemente, os efeitos dessas duas variaveis de processo na
concentracao de acetona podem ser dificeis de serem separados.
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Em geral,

» Estudo retrospectivo pode envolver muitos dados, mas poucos com
informacdes realmente uteis.

* Alguns dos dados relevantes podem estar ausentes.
« Podem haver erros de transcricao resultando em valores n&o usuais.

 Dados sobre outros fatores importantes podem nao ter sido coletados e
arquivados.

Analises estatisticas de

A 4

dados histéricos algumas
vezes identificam
fendmenos interessantes,
mas explicacdes solidas e
confiaveis destes
fendbmenos sao
frequentemente dificeis de
serem obtidas.

Na coluna de destilacao, por exemplo, as
concentracoes especificas de alcool butilico
e acetona no fluxo de entrada s&o um fator
muito importante, mas elas nao sao
arquivadas porgque as concentracdes sao
muito dificeis de serem obtidas
rotineiramente.
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1-2.2 Estudo observacional

» O engenheiro observa o processo ou populacao , perturbando o sistema
minimamente, anotando as quantidades de interesse.

» Como tais estudos sédo usualmente conduzidos em um curto periodo de
tempo, algumas vezes variaveis que nao sdo medidas rotineiramente
podem ser incluidas.

* No exemplo da coluna de destilacéo, o engenheiro elaboraria um
formulario para registrar as duas temperaturas e a taxa de refluxo quando
as medidas de concentracédo de acetona sao feitas.

« E possivel ainda medir as concentra¢des na entrada, de modo que o
impacto destr fator pode ser medido.

. Em geral, um estudo observacional tende a resolver os problemas 1 e 2,
mas podem né&o resolver 3 e 4.

20



1-2.3 Experimento projetado

O engenheiro faz mudancas nas variaveis controlaveis do sistema ou
processo, observa os dados de saida resultantes do sistema e entdo faz uma
inferéncia ou decisdo sobre que variaveis sao responsaveis pelas observadas
mundancas na performance de saida.

Em geral, guando produtos e processos sao planejados e desenvolvidos
com experimentos projetados, eles tendo uma melhor performance, maior
confiabilidade e menores custos totais.

Hipdtese: uma assercéo sobre algum aspecto do sistema no qual
estamos interessados.
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Exemplo da manufatura do conector de nylon:

Teste de hipotese:

Por exemplo, o engenheiro poderia querer saber se a forca média
de resisténcia de um design de 3/32 in poderia exceder a maxima
carga esperada para este tipo de aplicacao, por exemplo, 12.75 Ib.

| |

Estudo analitico

Teste de hipdtese de uma amostra

Teste de hipdtese de duas amostras

|

Comparacao dos conectores de espessura 3/32 e 1/8 in
para determinar se o aumento da espessura da parede do
conector implica num aumento da forca de resisténcia.
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1-2.4 Observacao de processos ao longo do tempo

Frequentemente dados séo coletados ao longo do tempo

Grafico de pontos temporal (leituras horarias)

.
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O grafico mostra grande variacdo de concentracdo, mas
nao explica a razao
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Grafico de série temporal
fornece mais informacéao

Desvio do nivel médio do
processo

100

90

Acetone concentration

80

10 20 30
Observation number (hour)

24



Graficos no Minitab

MTB > name cl 'Stratl’
MTB > random 100 'Stratl';
SUBC> normal 0 1.

MTB > dotplot cl

MTB > tsplot cl
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4 P 4
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Experimento de W. Edwards Deming:

» Bolas de vidro sdo lancadas sobre uma alvo numa mesa através de
um funil.

* O funil foi alinhado da melhor maneira possivel com o centro do alvo

(oD = ek
.

Ta'rget Marbles
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Estratégias para conduzir o processo:
1. O funil permanece imoével e a distancia até o alvo é registrada.

2. A primeira bola e lancada e sua localizacao relativamente ao alvo
registrada. O funil € entdo movido numa direcao igual e oposta,
numa tentativa de compensar o erro. Tal tipo de ajuste é feito
depois que cada bola é lancada.
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Resultado em séries temporais (simulacéo)

—— Without adjustment
o= With adjustment

91

81

71

6l

51

41

31

21

11

Observation number
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Variabilidade da distancia ao alvo:

2 vezes maior com a estratégia 2

Os ajustes do funil aumentaram os desvios do alvo.

O erro para uma bola nao fornece qualquer informacao sobre o

comportamento da proxima bola.

Ajustes do funil ndo diminuem futuros erros. Ao contrario,
tendem a fazer com que o funil se mova para mais longe do

alvo.

Ajustes em processos sujeitos a variacoes randomicas em
geral aumentam a variacao do processo

A

Overcontrol ou tampering
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Desvio (shift) de duas unidades introduzido a partir da
observacao 50 e respectivo ajuste (2 un.) quando um desvio da
média é detectado.
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Perturbacao nao-aleatoria
afetou o processo

Quando aplicar ajustes e
em quais quantidades ?
Use uma carta de controle

100

Acetone concentration
o
L

80

Variabilidade natural (3 sd)

Upper control Iwit = 100.5

Lower control limit = 82.54

x=91.50

15 20 25 30
Observation number (hour)
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Controle de Processo Estatistico : ramo da estatistica que faz
uso de cartas de controle

A 4

Indica 0 ponto onde acéo corretiva € necessaria no processo
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> s ;= [stats[random, normald[0]](100)];
> pl :=[seq([i, s[]], i=1.. 100)]; Simulacao do Experimento

> p2 :=[[1, 0], seq([i, s[i]-s[i-1]], i = 2 .. 100)]; .
> with(plots): de Deming no Maple

> plot([p1, p2], axes = boxed, color = [red, blue]);




1-3 Modelos Empiricos e Mecanisticos

Suponha que queremos medir a corrente através de
um fio de cobre, cujas extremidades estao sujeitas a
uma diferenca de potencial V.

Modelo mecanistico usual: Lei de Ohm

Modelo realistico da corrente observada;

Fontes ndo modeladas de variabilidade que afetam o sistema
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Alguns engenheiros trabalham com problemas para os quais nao ha
um modelo mecanistico simples ou bem entendido que explique o
fendmeno

Exemplo: Determinar o peso molecular médio M de um polimero

viscosidade temperatura

e
N

catalisador

Mn

Funcao desconhecida
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Expansdo em série de Taylor até primeira ordem:

M =8, +bV +b,C+bT +e

|

Fonte dei variabilidade

Modelo empirico

Tal modelo usa o conhecimento cientifico sobre o
fendmeno, mas nao é construido diretamente a partir de

teorias puras de primeiros principios da teoria molecular.
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Exemplo: Manufatura de Semicondutores
O semicondutor acabado € ligado por fios a um suporte.

Semiconductor die
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Variaveis;:

» Resisténcia a tracdo z (medida da intensidade da forca
necessaria para romper a conexao)

e Comprimento do fio X

e Altura do chip (die) Y

Problema: encontrar um modelo relacionando as
trés variaveis.

Um modelo mecanistico nao é aplicavel aqui

40



Table 1-2  Wire Bond Pull Strengeh Dara

Observation Pull Strength Wire Length Die Height
Number ¥ Xy X3
1 9.95 2 50
2 24.45 8 110
3 31.75 11 120
4 35.00 10 550
5 25.02 8 295
6 16.86 4 200
7 14.38 2 375
8 9.60 2 52
9 24.35 9 100
10 27.50 8 300
11 17.08 4 412
12 37.00 11 400
13 41.95 12 500
14 11.66 2 360
15 21.65 4 205
16 17.89 4 400
17 69.00 20 600
13 10.30 1 585
19 34.93 10 540
20 46.59 15 250
21 44 .88 15 290
22 54.12 16 510
23 56.63 17 590
24 2213 6 100
25 21.15 5 400
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Grafico de pontos em Minitab

42




Maple Worksheet : minimos quadrados

>L :=[[2, 50, 9.95], [8, 110, 24.45], [11, 120, 31.75], [10, 550, 35.00], [8, 295, 25.02], [4,
200, 16.86], [2, 375, 14.38], [2, 52, 9.60], [9, 100, 24.35], [8, 300, 27.50], [4, 412, 17.08],
[11, 400, 37.00], [12, 500, 41.95], [2, 360, 11.66], [4, 205, 21.65], [4, 400, 17.89], [20, 600,
69.00], [1, 585, 10.30], [10, 540, 34.93], [15, 250, 46.59], [15, 290, 44.88], [16, 510, 54.12],
[17, 590, 56.63], [6, 100, 22.13], [5, 400, 21.15]]:
>n ;= nops(L);

25
>for i to n do x[i] := L[i][1]; Y[i] := L[i][2]; z[i] := L]i][3] end do;

25
>err2 .= Sum((z[k]-a*x[k]-b*y[k]-c)*2, k =1 .. n):
> egna = diff(value(err2), a) = 0;

4792 a + 154354 b - 16016.94 + 412¢c =0

> eqgnb := diff(value(err2), b) = 0;
5
154354 a + 7063696 b - 5.4963342 10 + 16588 c =0
> eqgnc := diff(value(err2), c) = 0;

412 a+ 16588 b +50cCc-1451.64=0




Maple Worksheet : minimos quadrados (cont)

> sols := solve({eqnb, eqnc, egna}, {a, b, c});
{b =0.01252781139, a = 2.744269643, c = 2.263791434}
> assign(sols);
> with(plots);
> pl := plot3d(a*x+b*y+c, x =0 .. 20, y = 0 .. 650);
> p2 := polyhedraplot(L, polyscale = .2, polytype = hexahedron);

> display([pl, p2], axes = framed, shading = zhue, scaling = unconstrained);
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52

42

~ OO0
400
¥

200

> plano := z = a*x+b*y+c;

z=2.744269643 x + 0.01252781139 y + 2.263791434
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Probablilidade

Ja vimos que decisdes frequentemente necessitam ser
baseadas somente em um subconjunto de objetos selecionados
de uma amostra.

O processo de se partir de uma amostra para se chegar a conclusoes
sobre uma amostra foi chamado inferéncia estatistica.

Exemplo: Consideremos o problema de se estudar a
resistividade de uma amostra de 3 wafers semicondutores,
selecionados de uma linha de producéo.

Baseados nos dados de resistividade coletados nos 3
wafers da amostra desejamos obter conclusdes sobre a
resistividade de todos os wafers do lote.
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Para que a analise seja efetiva, uma analise de quao
bem uma amostra representa uma populacéo €
necessaria.

No presente caso: Se o lote contém wafers defeituosos,
guao bem a amostra detectara o problema ?

Necessitamos quantificar o critério “quao bem”.

Necessitamos quantificar os riscos das decisoes baseadas
em amostras.

Como amostras devem ser selecionadas de modo a
produzirem decisbes com riscos aceitaveis ?

Modelos de probabilidade : ajudam a quantificar os
riscos envolvidos na inferéncia estatistica, ou seja,
riscos envolvidos em feitas todos os dias.
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Suponhamos gue o lote contenha 25 wafers

Suponhamos que somente um wafer no lote é defeituoso. Entdo a
amostra poderia detectar ou nao este wafer defeituoso.

Um modelo de probabilidade, junto com um método para
selecionar a amostra, pode ser utilizado para quantificar os riscos.

Com base nesta analise o tamanho da amostra pode ser
aumentado ou diminuido.

Interpretacao do risco: suponhamos que uma série de
lotes, cada um podendo conter um wafer defeituoso é
examinado atraves de amostragem.

aleatoriamente
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A proporcao de lotes nos quais um wafer defeituoso esta incluido

na amostra é a probabilidade de que o wafer defeituoso seja
detectado.

Mais espeficamente: o limite desta propor¢cao quando o numero
de lotes tende a infinito € a probabilidade de que o wafer
defeituoso seja detectado.

Um modelo de probabilidade ¢é usado para calcular esta
proporcao (pois nado queremos medir infinitos lotes).
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Termos e conceitos

Analytic study
Designed experiment
Empirical model
Engineering method
Enumerative study
Mechanistic model
Observational study
Overcontrol
Population
Probability model
Problem-solving method
Retrospective study
Sample

Statistical inference
Statistical Process
Control

Statistical thinking
Tampering
Variability
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2. Probabilidade

2-1 Espacos amostrais e eventos
2-1.1 Experimentos randomicos

2-1.2 Espacos amostrais

2-1.3 Eventos

2-2 Interpretacdes de probabilidade
2-2.1 Introducao

2-2.2 Axiomas de probabilidade

2-3 Regras de adicao

2-4 Probabilidade condicional

2-5 Regras de probabilidade total e
multiplicacéo

2-5.1 Regra de multiplicacao

2-5.2 Regra da probabilidade total

2-6 Independéncia

2-7 Teorema de Bayes

2-8 Variaveis randomicas
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2-1 Espacos amostrais e eventos

2-1.1 Experimentos randomicos

Exemplo: Medida da corrente em um fio de cobre

Repeticoes da medida resultam em variabilidade de resultados
devido a influéncia variaveis nao controlaveis

- AN

Experimento possui  Mudancas de temperatura ambiente
uma componente * Impurezas na composicao quimica do fio
randémica ou aleatoria. » Correntes de fuga

Em alguns casos essas varia¢cbes randomicas néo

podem ser ignoradas (dependendo de nossos objetivos). -



Obijetivos: quantificar e modelar os tipos de
variacoes frequentemente encontrados.

Incorporacéo da variacdo no nosso pensamento e analises

Resultados que nao séo invalidados pela variacéao.

Modelos e analises:

Physical system

Measurements Analysis

Model

53



Incorporacao de ruido (entradas néao controlaveis) no modelo

Controlled
variables

i

INpUt =— System - Jutput

i

MNoise
variables

Um experimento que pode resultar em diferentes
resultados, mesmo quando ele é repetido do mesmo modo

cada vez, é chamado um experimento aleatério ou
randomico .
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Exemplo: Lei de Ohm

Current

Voltage
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Projeto de um sistema de comunicacoes

A capacidade de informacao disponivel a individuos que
usam a rede € uma caracteristica importante no design.

Comunicacao de voz : linhas externas suficientes devem ser
compradas da companhia telefénica.

Supondo que cada linha suporta somente uma
conversacao, quantas linhas devem ser compradas ?

Se poucas linhas forem compradas, chamadas podem
ser postergadas ou perdidas. Se um excessivo numero
de linhas forem compradas o custo sera muito alto.

Design e desenvolvimente sao necessarios para satisfazer
as demandas dos clientes a um custo competitivo.
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Um modelo é necessario para o numero de chamadas e
para a duracédo das chamadas.

Mesmo sabendo que na media as chamadas ocorrem a
cada 5 min e que elas duram até 5 min nao é suficiente.

Se as chamadas chegarem em precisamente intervalos
de 5 minutos e durarem precisamente 5 min, uma linha
telefbnica seria, a principio, suficiente.
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No entanto, uma pequena variacado no numero de
chamadas ou duracao resultaria em chamadas bloqueadas.

Call 1 2 3 4

N

Call duration ] | |

Time 0 5 10 15 20
Minutes

Call 1 2 3

l l ___Call 3 blocked
. H

Call duration I ]

Time 0 5 10 15 20
Minutes

Uma analise de modelos envolvendo variacOes € fundamental.
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2-1.2 Espacos Amostrais

Para modelar e analisar um experimento randomico
devemos conhecer o conjunto dos possiveis resultados do
experimento.

Definicao: O conjunto de todos os possiveis resultados
de um experimento randomico é chamado espaco
amostral do experimento  (S).

Um espaco amostral € definido com base nos objetivos da analise.
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Exemplo:

Problema: selecionar um conector plastico moldado,
E medir sua espessura.

Os possiveis valores da espessura dependem da resolucao
do instrumento de medida e também dos limites superior e
inferior da espessura.

Espaco de amostragem: reais positivos (valores
negativos de espessura nao podem ocorrer).

S=R ={ % x>0}
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Se sabemos gque todos 0s conectores tém espessura
entre 10 e 11 mm o espaco amostral pode ser definido
como

S={¥{10< x<11}

Se 0 objetivo da analise é saber somente se uma parte particular
tem espessura baixa, média ou alta, 0 espaco amostral sera

S={baixa media alfa

Se 0 objetivo é saber se a parte esta ou ndo em
conformidade com as especificacdes de fabricacido teremos
simplesmente

S={sim nap
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Espaco de amostragem discreto:  conjunto finito ou infinito
contavel de possibilidades.

Espaco de amostragem continuo :  possibilidades séo
representadas por um intervalo, finito ou infinito, dos numeros
reais.

Exemplo 2-2 Dois conectores sdo selecionados e sua
espessura € medida. O espaco de amostragem agora €

S=R" R
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Se 0 objetivo da analise é considerar somente se as duas
partes estdo ou nao de acordo com as especificacOes de
fabricacdo. Entéao

S={yy yn ny nn

Se estamos interessados no numero de conectores em
conformidade na amostra, entao

S={0,1,2)

Consideremos um experimento em que a espessura € medida
até que um conector nao satisfaca as especificacbes. Entdo

S={n,ynyynyyyn...}
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Em experimentos randdmicos onde os itens sao selecionados
de um lote, indicaremos se um item selecionado € ou nao
substituido antes da proxima selecéao.

Por exemplo, se o lote consiste de 3 itens {a,b,c} e nosso
experimento consiste em selecionar dois itens, sem substituicdo |,
0 espaco de amostragem sera representado por

S.={ab babc ch ca &

T

Ordem é mantida

Se 0 ordenamento nao for necessario,

S.=1l a bl .bigd , dc
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Se os itens selecionados sao substituidos antes do
proximo, o espaco de amostragem é dado por

S,,={aa bb cc ab ba hc ¢b ca F

Se 0 ordenamento nao for necessario,

S,=itadl .bii, ¢, Rhbclica
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Algumas vezes nao é necessario especificar o exato item
selecionado, mas somente uma propriedade do item .

Exemplo: Suponha que ha 5 partes defeituosas e 95 partes
boas em um lote. Para estudar a qualidade do lote, dois
itens s&o selecionados, sem substituicao.

Notacdo: b : parte boa
d : parte defeituosa

E possivel que seja suficiente descrever o espaco de amostragem
(ordenado) em termos da qualidade de cada parte selecionada como

S={bb dd dp bH

Nota: esta descricao do espaco de amostragem nao mostra que
ha muito mais pares bb que dd, por exemplo. Isso sera levado

em conta quando computarmos as probabilidades mais tarde.
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Se houver somente uma parte defeituosa no lote, o espaco
de amostragem seria

S={bb db b
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Diagramas de arvores

Exemplo 2-3 Cada mensagem em um sistema de
comunicacao digital é classificada de acordo com fato dela ser
ou nao recebida dentro de um tempo especificado no design

do sistema.

Espaco de amostragem:

S={ I, Il et et et It 1l tlt }

| - late
t - ontime
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Message 1

Message 2

Message 3

Arvore do espaco de amostragem

on tm/a& on time

on tr/ late

late on time IA on tm/s&
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Exemplo 2.4 Um fabricante de automéveis fornece veiculos com
opcoes selecionadas. Cada veiculo pode ter as seguintes opcoes:

Com ou sem transmissao automatica

Com ou sem ar-condicionado

Uma de trés opcdes de equipamento de som

Uma de quatro opcdes de cor exterior

2 X2 X3 x4 =48 elementos no espaco de amostragem
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Diagrama de arvore do espaco de amostragem

Automatic

& F 8 F & 8RR RRRERRRERRRR R RR R RE R R RE R R R RN
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Exemplo 2.5 : Consideremos uma extensdo do exemplo anterior com a
adicao de mais 4 possiveis opcdes para cores interiores: azul, vermelho,
preto e marron, mas com as seguintes condicoes:

1. Com vermelho exterior, somente vermelho ou preto interior
2. Com branco exterior, qualquer cor interior

3. Com azul exterior, somente azul, preto ou verrmelho interior
4. Com marron exterior, somente marron interior

Notemos que cada cor tem 48/4 = 12 opcbes. Temos entao
12x2+12x4+12x3+12x 1 =120 opcoes.

Exterior color White Blue Erown

Interior color Black/\ A /I\

12x2=24 12 x4 =48 12 =3 =36 12x1=12

24 +48 + 36 + 12 = 120 vehicle types
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2-1.3 Eventos

Frequentemente estamos interessados em uma colecéo de
resultados de um experimento randoémico.

Definicdo. Um evento é um subconjunto do espaco de
amostragem de um experimento randomico.

Podemos estar interessados na descricdo de novos eventos
formados a partir de combinacdes de eventos existentes.

Uniao, interseccédo e complemento de eventos para formar
Novos eventos.
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Exemplo 2.6 Consideremos o espaco de amostragem do Exemplo 2.2

S={yy yn ny nn

Suponhamos gue o conjunto de todas as
possibilidades nas quais uma parte esta
conforme € denotada por E, . Entdo EE E=S

E ={yy yn ny

O evento em que ambas partes nao E1 E3
estdo conformes é

E, ={n7 E, E={ynny

O evento em que a0 menos uma parte E1 ' :{ nr}
nao esta conforme é

E;={yn ny nh
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Exemplo 2.7 Medidas do tempo necessario para completar uma
reacao quimica poderiam ser modeladas com o espaco de
amostragem

S=R

Sejam 0s eventos

Entao
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Exemplo 2.8 Amostras de plastico policarbonato séo
analisadas quanto a resisténcia ao choque e arranhdes. Os
resultados de 50 amostras sao mostrados abaixo:

shock resistance

high low
scratch resistance high 40 “}
low | 5

Evento A: a amostra possui alta resisténcia a chogues

Evento B: a amostra possui alta resisténcia a arranhdes

Determine o niUmero de amostras em
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fal

sample space S with events 4 and A

Diagramas de Venn

(h)

(A Bl C

AnEB

B

I A

iel)

fel
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Eventos mutuamente exclusivos:

Propriedades

Exercicio: Prove estas relagées utilizando diagramas de Venn.
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2-2 InterpretacOes de Probabilidade

Consideraremos espacos de amostragem discretos

Probabilidade

Quantificacao da chance de um determinado resultado de
um experimento randémico ocorrer.

Interpretacao objetiva da probabilidade: Freqiéncia relativa

Exemplo: Suponhamos que vamos selecionar um diodo
randomicamente|de um lote de 100 elementos.

A

Espaco de amostragem: conjunto de 100 diodos.

Chance de qualquer diodo do lote ser retirado é a mesma. 29




Como a soma das probabilidades € igual a 1, o modelo de
probabilidade para este experimento atribui uma probabilidade 0.01 a
cada um dos 100 possiveis resultados.

Interpretacao da probabilidade: experimento é replicado muitas
vezes.

Sempre que 0 espaco de amostragem consiste de N
possiveis resultados que sao igualmente provaveis, a
probabilidade de cada resultado € 1/N.

Freqlientemente € necessario atribuir probabilidades a eventos
gue sao compostos por varios elementos do espaco de
amostragem.
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Exemplo 2.9 Suponhamos que 30% dos diodos em um lote de
100 pecas satisfazem as exigéncias minima de poténcia de um
cliente especifico. Se um diodo é selecionado aleatoriamente,
intuitivamente acreditamos que a probabilidade de que as
exigéncias do cliente sejam satisfeitas € 0.3.

Seja E o subconjunto (evento) consistindo de 30 diodos que
satisfazem as exigéncias dos clientes . Como E contéem 30
elementos e cada elemento tem probabilidade 0.01, concluimos
gue a probabilidade de E é 0.3.
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Definicao. Para um espaco de amostragem discreto, a probabilidade
de um evento E, denotada por P(E), € igual a soma das probabilidades
dos elemento em E.

Exemplo 2.10 Um experimento randdmico pode resultar em um
dos resultados {a,b,c,d} com probabilidades 0.1, 0.3, 0.5 e 0.1,
respectivamente. Sejam os eventos A={a,b}, B={b,c,d}, e C={d}.

Entao

P(A)=0.1+0.3=0.4
P(B)=0.3+0.5+0.1=0.9
P(C)=0.1

P(A) = 0.6

P(B) =0.1

P(AUB) =1

P(A B)=
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Exemplo 2.11 Uma inspecéo visual de um pedaco de material de

wafers de um processo de manufatura de semicondutores resultou na
seguinte tabela:

Number of
Contamination

Particles Proportion of Wafers
() 0.40

| 0.20

2 0.15

3 .10

4 (.05

5 or more (.10

Se um wafer é selecionado aleatoriamente deste processo e
examinado, qual é a probabilidade de que ele nao contenha
particulas de contaminacao ?

Se a informacao fosse disponivel para cada wafer, poderiamos
definir o espaco de amostragem como o conjunto de todos 0s
warfers inspecionados e proceder como no exemplo dos diodos. No
entanto, tal nivel de detalhe n&o é necessario aqui.
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Podemos considerar o espaco de amostragem como consistindo de
seis categorias que sumarizam o numero de particulas
contaminantes em um wafer.

Seja E = {0}. Entao P(E) = 0.4.

Qual é a probabilidade de que numa inspecao de um wafer sejam
encontradas 3 ou mais particulas contaminantes ?

Seja E ={3,4,5 ou mais particulas}. Entédo

P(E) = 0.1+ 0.05 + 0.1 = 0.25
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Exemplo 2.12 Suponhamos que um lote contém 6 elementos
{a,b,c,d,e,f} e que duas partes séo selecionadas sem substituicao.

Seja E o evento onde o primeiro elemento selecionado é a. Entéo

E = {ab,ac,ad,ae,af}

Notemos que o espaco de amostragem possui 5! = 30 elementos,
cada um representando um resultado de igual probabilidade.
Portanto,

Se E é o0 evento em gue o segundo elemento selecionado € a , ou seja,

E = {ba,ca, da,ea,fa}
Temos novamente
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2-2.2 Axiomas de Probabilidade

Probabilidade € um namero, atribuido a cada membro de uma
colecdo de eventos de um experimento aleatorio, satisfazendo as
seguintes propriedades:

Se S é 0 espaco de amostragem e E é qualquer evento em
um experimento randémico,
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2-3 Regras de adicao

Exemplo 2.13 Considere 940 wafers em um processo de
manufatura de semicondutores

Experimento: um wafer é selecionado aleatoriamente
H — evento de que um wafer tenha alto indice de contaminacéao

P(H) =358/ 94C

Table 2-1 Wafers in Semiconductor Manufacturing Classified
by Contamination and Location

Location in Sputtering Tool

Contamination Center Edge Total
Low 314 68 382
High 112 246 358

Total 626 314




C — evento correspondente a localizacdo do wafer no centro da
ferramenta de sputtering. Entao

Sputtering — processo pelo qual
P(C) =626/94( atomos sao ejetados de um alvo
material solido pelo
bombardeamento por ions
energéticos. Usado comumente
para deposicao de filmes finos.

Além disso,

P(H C)=112/94C
P(H C)=872/94C

P(H CO=PAH+RQ-RH @
= 358/ 940+ 626 / 940- 112/ 940=2872/ 940
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Lel de adicao

P(A B=RA+RB- RA B

Se A e B sdo mutuamente exclusivos,

P(A B=HRA+RB
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Exemplo 2.14 Os wafers dos Exemplo 2.13 s&o agora classificados

pelo grau de contaminacao.

Number of
Contamination
Particles Center Edge Totals
() .30 0.10 0.40
| 0.15 0.05 .20
2 0.10 0.05 0.15
3 .06 0.04 0.10
4 0.04 0.01 0.05
5 or more 0.07 0.03 0.10
Totals 0.72 0.28 1.00




Eventos

E1 Wafer contém 4 ou mais particulas

E2 Wafer esta na borda

P(E)=0.15 P(E,)=0.28

P(E, E,)=0.04

P(EE E)=RB+RE)- RE B
=0.15+ 0.28 0.04 0.39
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Eventos

E3 Wafer contém menos de 3 particulas

E4 Wafer esta na borda e contém mais de 4 particulas

P(E,) =0.75 P(E,) =0.03

E, E=A& P(E E)=0

P(§ E)=HRE)+ RE)=0.78
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Trés ou mais eventos
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